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Avvertenze importanti.

e [’eserciziario e scaricabile gratuitamente dalla rete. Si tratta semplicemente di una raccolta di
esercizi. Sicuramente contiene errori di conto e di scrittura (e forse anche altro).
e QQuasi ogni capitolo e cosi strutturato:
— Testo degli esercizi,
— Suggerimenti e brevi spiegazioni sulle tecniche utilizzate per la risoluzione,
— Soluzione di tutti gli esercizi proposti.
e [’eserciziario contiene sostanzialmente:
— 1 Fogli di esercizi assegnati e parzialmente svolti nelle ore di esercitazione per i corsi:
*x Geometria , c.l. in Ingegneria Edile / Architettura, dall’a.a 2002/03 all’a.a. 2009/2010.
x Geometria e Algebra, c.l. in Ingegneria e Scienze dell’Informazione e dell’Organiz-
zazione - Rovereto, dall’a.a 2002/03, all’a.a. 2006/2007.
x Geometria e Algebra, Ingegneria a-1, a.a. 2010/2011.
I corsi sono tenuti dal Prof. Alessandro Perotti, ad eccezione di Geometria e Algebra, c.l.
in Ingegneria e Scienze dell’Informazione e dell’Organizzazione - Rovereto, a.a. 2006/2007,
tenuto dal Prof. Gianluca Occhetta.
Alcuni esercizi (segnalati) sono presi dal libro di testo M.P. Manara - A. Perotti - R.
Scapellato, Geometria e Algebra Lineare (Teoria ed esercizi), ed. Esculapio, 2002.
— La maggior parte degli esercizi degli appelli d’esame e delle provette dei precedenti corsi.






CAPITOLO 1

Operazioni tra matrici e n-uple

Esercizio 1.1. Date le matrici
1 2 3 0
=l A =
e dati A\ =05, up =2, si calcoli AB, BA, A+ B, B— A, MA+ uB.

Esercizio 1.2. Per ognuna delle sequenti coppie di matrici A, B e scalari A\, u € R, calcolare
A+ B, B—A, M+ uB, AB, BA, AZ:

11 3 2 1
A_[z 2} B_[—1 4} A=g n=0
1 0 1 3 0 2
A=1{3 -1 -1 B=|-1 4 5 A=2 p=-1
2 0 -1 10 0

Esercizio 1.3. Date le sequenti matrici:

5 0

-1 2 5 -3

Ai=13 -1 0 2/|; A2:0_25; As = -1 2;
1 0 0 -2 4 -3 2 4 5
L 5 —1
(3 5 -2 4 1

A= |—-1 10]; As=|—-4 4 4|; Aﬁz[_z é 31};
-2 0 0 00

calcolare, quando possibile, i prodotti A; - A; peri,j=1,2,3,4,5,6.

Esercizio 1.4. Date le matrici

1000
010 0
A=[1 234 L=1|; 41 o
000 1

calcolare i prodotti Al e I4AT.
Esercizio 1.5. Date le matrici

A=[-2 31 B=[1 -3 3 1]

[N

calcolare 3A — 2B ¢ ABT.

Esercizio 1.6. Calcolare la potenza A della matrice

1 -1 2
0 3 1
1 0 1

Esercizio 1.7. Data la matrice
1 1
1=
calcolare, se esiste, l'inversa di A (cioé determinare se esiste la matrice B tale che AB = BA=1).

Esercizio 1.8. Date le sequenti matrici A, calcolare, se esiste, linversa di A (cioé determinare se
esiste la matrice B tale che AB=BA=1).

O



2 1. OPERAZIONI TRA MATRICI E n-UPLE

Esercizio 1.9. Date le matrici
2 0 1 -2 3 0
R I R B
calcolare AB, BA, BC e CB.

Esercizio 1.10. Si consideri il sequente insieme (matrici triangolari superiori di Mayx2(R))

a b
I—{{O c} |a7b,c€R}

Si verifichi che I € chiuso rispetto al prodotto e alla somma di matrici, ovvero che presi due elementi
di I anche il loro prodotto e la loro somma sono elementi di I.

Esercizio 1.11. Mostrare attraverso un esempio che esistono matrici A, B non nulle tali che AB = 0.

Esercizio 1.12. Sia
1 1
a=lo 1]

e B una matrice tale che AB = BA. Si dimostri che
B=\,+ [O ﬂ

0 0
dove \, z € R.
Esercizio 1.13. Date le matrici
1 -2 3 1 20
A=1|0 5 -6 e C=1|-1 5 2
2 -1 4 2 1 3

determinare la matrice B tale che A+ B = C.

Esercizio 1.14. Date le matrici

12 2 1
A:[—1 3] B:L 1}7 ¢

stabilire se D é combinazione lineare di A, B, C.

Il
1
o |

—_
L =
—_

Il
| —
| o
—_
[N
—_

Esercizio 1.15. Date le matrici

T P B - A

stabilire se esistono valori di k per cui C é combinazione lineare di A, B. In caso positivo esprimere tale
combinazione lineare.

Esercizio 1.16. Si considerino le sequenti n-uple di numeri reali, con n = 2,3 o0 4:
1
ur = (1,0 w=(5.-2)

1 1

us = (—3, 1, —5) Uyg = <0, —5, —2)
1
3

us = (—1,1,2,-2) ug = (0,0,—, —3)

A ug, con A\=0,2,-2, ,7=1,...6

Si calcoli quando possibile

T

U; + uj, U * Uy,

Esercizio 1.17. Dimostrare che un numero complesso coincidente con il proprio coniugato € meces-
sariamente reale.
Esercizio 1.18. Si risolva il sistema Ax = b dove
S TR I Y
Esercizio 1.19. Siano A e B matrici 3 X 3 tali che
AB = BA VB € M3yxs

Si dimostri che deve necessariamente essere:
A=\ per qualche A € R



1. SOLUZIONT
Esercizio 1.20. Si risolva il sistema Ax = b nei sequenti casi
(1 3 2 1 2
a) A=1(0 3 6/, T = |x2 b= |-3
0 0 2 T3 4
(4 33 2 1 3
b) A=1(0 1 6/, T = |T9 b=14
0 0 0 T3 —4
_—1 3 1 X1 3
c) A=10 1 1}, x= |z b= |4
10 0 0 T3 0
Esercizio 1.21. Si dica per quali valori di k € R il sistema Ax = b dove
(1 -1 2 T 0
A=|0 1 1 , r= |22 b=1|1
0 0 k+1 T3 -1
ammette soluzione. In caso positivo si determinino esplicitamente tali soluzions.
1. Soluzioni
Esercizio 1.1. Date le matrici
1 2 3 0
S R
e dati A\ =05, u =2, calcolare AB, BA, A+ B, B— A, M+ uB.
SOLUZIONE:
AB — 1-342-(-1) 1-04+2-4 | |1 8
T334+ (-1)-(-1) 3-04+(-1)-4| |10 —4
BA— 3-1+0-3 3-24+0-(-1) | |3 6
T |-1-144-3 —1-244-(-1)| |11 -6
| 143 240 |4 2
ArB= [3+(—1) —1+4} = [2 3]
3—-1 0—2 2 =2
e R N
5 10 6 0 11 10
pA+28 = {15 —5} * [—2 8} = {13 3]
|

Esercizio 1.2. Per ognuna delle sequenti coppie di matrici A, B e scalari A\, p € R, calcolare

A+ B, B—A, M+ uB, AB, BA, A%

11 3 2
N o= ]

10 1 3 0 2
A=|3 -1 -1 B=|-1 4 5

2 0 -1 ~1.0 0

SOLUZIONE:
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Comiciamo dalla prima coppia di matrici:

4 3 2 1
A+B_[1 6} B—A_{_g 2}
1 1 11 2 6
_ . .B=_A—=12 2 -
)\A—f—,uB—2 A+0-B 2A L 1] AB {4 12}
|7 2 13 3
BA[7 7] A A.A[G 6]
Analogamente per la seconda coppia di matrici:
4 0 3 2 01
A+B=1|2 3 4 B—A=|-4 5 6
1 0 -1 -3 0 1
-1 0 0 2 0 2
M+puB=2A-B=|7 -6 -7 AB= |11 -4 1
| 5 0 -2 7 0 4
7 0 1] 3 00
BA= |21 -4 -10 A?=A-A=|-2 15
-1 0 -1] 0 0 3
|
Esercizio 1.3. Date le sequenti matrici:
[ 5 0
-1 2 5 =3
Ai=13 -1 0 2/|; Ay = 0 =25 ; Az = -2 ;
A 0 0 -2 4 -3 2 4 5
- |5 -1
(3 5 -2 4 1
A= -1 10]: Ay = |—4 4 4f; Aﬁzjgé_;,
-2 0 0 0 0 L

calcolare, quando possibile, i prodotti A; - A; peri,j=1,2,3,4,5,6.

SOLUZIONE:
Ricordiamo che una matrice € detta n x m se ha n righe e m colonne. Inoltre & possibile moltiplicare due
matrici A e B solamente se
e Aedeltiponxm
e B e del tipom x k
(cioe se il numero delle colonne di A ¢ uguale al numero delle righe di B). Il risultato ¢ una matrice C del

tipo n x k.
Scriviamo solo i prodotti che e possibile effettuare:
[—2 32
A -As= |26 —4
(10 2
(14 2 0 —14 -8 —20 8 —8 8
A2'A1__—5 11 20 —22 A2'A4__11 ~10 AQ'A5_[4 4 —8}
[0 —10 25 [-15 5 —5]
8§ —4 -1 -13 9 7
Ag-da=19) o3 39 As-do=1_59 99 11
-4 -7 23 | -7 0 8]
20 —21 25 [—49 28 12]
Ay Ay = |40 —28 15 Ay-Ag= |—-77 49 31
0 4 -—10 | 6 -2 2]
[18 -8 —10 12 [—12 30 -12 8 14
As- A= |32 —12 —20 12 As- Ay = |—24 20 As-As=|—-8 0 12
00 0 0 L 0 0 0 0 0
(2 —7 —15 13 [—8 —5 2 -8 1
As- A = 35 —21 —40 28 Ag - A4 = —35 10 A6'A5_{4 —12 12}




1. SOLUZIONI 5

Esercizio 1.4. Date le matrici

1000
0100
A=[1 2 3 4 L=, 5 { o
0001

calcolare i prodotti ALy e I4AT.

SOLUZIONE:

Notiamo che la matrice quadrata I, e detta matrice identica di ordine 4. In generale le matrici identiche
(dei differenti ordini) vengono indicate I.

ALi=1 2 3 4 =4

1 1
T_ 7 |2 _ (2] _ 7
LAY =14 3l = |3 =A
4 4
O
Esercizio 1.5. Date le matrici
A=[-2 3 3 1] B=[1 -3 3 1]
calcolare 3A — 2B ¢ ABT.
SOLUZIONE:
34-2B=1[-6 2 9 3]-[2 -6 3 2|]=[-8 & 2 1]
1
T 1 -3 1
AB' =[-2 5 3 1] || =[-3]
3
1
Notiamo che la matrice [—%} ¢ detta matrice scalare.
O
Esercizio 1.6. Calcolare la potenza A3 della matrice
1 -1 2
0 3 1
1 0 1
SOLUZIONE:
Si tratta di eseguire due prodotti:
3 —4 3 1 -1 2 6 —15 5
A=A A-A=1{1 9 4|-|10 3 1|=1|5 26 15
2 -1 3 1 0 1 5 -5 6
O
Esercizio 1.7. Data la matrice
A 1 1
T =3 2

calcolare, se esiste, l'inversa di A (cioé determinare se esiste la matrice B tale che AB = BA=1).

SOLUZIONE:

Sia B la matrice cercata. Per potere effettuare i prodotti AB e BA, la matrice B deve essere 2 x 2. Sia

quindi
B=|""Y
z w
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la generica matrice 2 X 2 e calcoliamo il prodotto AB:

S I O O F A 7 I B o4 y+w
AB_[—S 2] [z w]_{—3m+2z —3y + 2w

Dalla condizione AB = I segue

r+z=1 r=1-z2 x:%

=0 = =1
y+w L Jy=w v 5
—3z+22=0 -3(1—%2)+22z=0 z=z
—3y+2w=1 —3(~w)+2w =1 w=1

Di conseguenza perché B verifichi la condizione AB = Ideve essere

=i

E’ immediato verificare che tale matrice B soddisfa anche la condizione BA = I, di conseguenza B ¢ la
matrice inversa di A cercata.
Metodi piu efficaci per calcolare I'inversa di una matrice verranno introdotti successsivamente.

(S

O

Esercizio 1.8. Date le sequenti matrici A, calcolare, se esiste, linversa di A (cioé determinare se
esiste la matrice B tale che AB=BA=1).

11 1 -1
A=l =4
SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice
11
A= s
Per potere effettuare i prodotti AB e BA, la matrice B deve essere 2 x 2. Sia quindi
B=|" y}
1z w

la generica matrice 2 x 2. Si ha

AB—l L |z yl [ x+2 y+w
13 3] |z w|  [3z43z 3y+3w

Dalla condizione AB = I segue

r+z=1 r=1-=z2 r=1-=z2
y+w=0 L Jy=w L Jy=-w
3z +32=0 3(1-2)+32=0 3=0
Jy+3w=1 3(—w) +3w =1 0=1

La terza e la quarta equazione sono impossibili, di conseguenza tutto il sistema non ammette soluzione.
Questo indica che la matrice A non ammette inversa.

Consideriamo ora la matrice

1 -1
=1
e sia
B= y}
1z w

la generica matrice 2 x 2. Si ha

| z y__ T —z Yy—w
AB_[ }[ _[3z+22 —3y + 2w
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Dalla condizione AB = I segue

r—z=1 r=1+=2 r=1+=2 r=-2
y—w=20 N Yy=w N Yy=w N y=-—1
—-3z+22=0 -3(1+2)+22=0 z=-3 z=-3
—Jy+2w=1 —3w+2w=1 w=—1 w=—1

Di conseguenza deve essere

-2 -1
E’ immediato verificare che tale matrice B soddisfa anche la condizione BA = I, di conseguenza B ¢ la
matrice inversa di A cercata. Una tale matrice B inversa di A viene normalmente indicata con A~".

O

Esercizio 1.9. Date le matrici

By el 3] e-h Y

calcolare AB, BA, BC e CB.

SOLUZIONE:
2 —4 2 —6
AB[O 9] BA[O 9}
3 —6 3 —6
T I )

Notiamo che AB # BA, mentre BC = CB. Infatti il prodotto tra matrici non ¢ in generale
commutativo; nel secondo caso si presenta questa situazione particolare in quanto C' = 31.

O

Esercizio 1.10. Si consideri il sequente insieme (matrici triangolari superiori di Max2(R))

a b
I{{O c} |a,b,c€R}

Si verifichi che I € chiuso rispetto al prodotto e alla somma di matrici, ovvero che presi due elementi
di I anche il loro prodotto e la loro somma sono elementi di I.

SOLUZIONE:

Siano
_la b |y
R
due generici elementi di I. Dobbiamo verificare che A + B e AB sono ancora elementi di I:

_la b r y| _|la+txz bty
A+B_{0 0}4—[0 z]_{ 0 c+z} €l

_|lax ay+bz
AB_{0 s ]e]

Notiamo che 'unica condizione per ’appartenenza a I ¢ che ’elemento di posizione 2,1 si annulli.
O

Esercizio 1.11. Mostrare attraverso un esempio che esistono matrici A, B non nulle tali che AB = 0.

SOLUZIONE:

Possiamo prendere per esempio

NS

Infatti A e B sono non nulle e AB = 0.
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Esercizio 1.12. Sia

11
0 1

-

e B una matrice tale che AB = BA. Si dimostri che

|

0 x
B! ]
dove \, x € R.
SOLUZIONE:
Sia,

bll
b21

b12
b22

b

la generica matrice 2 x 2. Si ha

AB — L 1) b1 bia| _ b1y +ba1 bia + boo
0 1 bgl b22 b21 b22
BA— b1 bizp {1 1E b bin b
bar ba2| [0 1 ba1  ba1 + bao
Dalla condizione AB = BA segue
b11 + ba1 = b1y ba1 =0 by =t
b bogy = b b bog = b bia =
12 + 022 11 + 012 292 11 12 =358 Vst € R
ba1 = ba1 0=0 bo1 =
bao = ba1 + b2 by =0 bao =t
Di conseguenza B deve essere del tipo
t s t 0 0 s 1 0 0 s
B{o t]{o t}+[0 o]t'{o 1]*[0 o}
Abbiamo quindi ottenuto che
0 x
S
dove A\, x € R.
Esercizio 1.13. Date le matrici
1 -2 3 1 2 0
A=|0 5 -6 e C=1|-1 5 2
2 -1 4 2 1 3

determinare la matrice B tale che A+ B = C.

SOLUZIONE:

E’ sufficiente osservare che se

A+B=C = -A+A+B=-A+C = B=C-A

Quindi
1-1 242 0-3 0 4 -3
B=|-1-0 5-5 246l =1]-1 0 &8
2—-2 1+1 3—-4 0o 2 -1
Esercizio 1.14. Date le matrici
1 2 2 1 -1 1 0 1
e e e O e P S Y

stabilire se D ¢ combinazione lineare di A, B, C.
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SOLUZIONE:
Si tratta di determinare se esiste soluzione dell’equazione
Ar+By+Cz=D

Esplicitando tale equazione otteniamo:

|l 2 2u y -2z z| _|x+2y—2 2x+y+z
Ax—i—By—&—Cz—[_x 3:10}_‘_{ }—F[Qz 32}_[—x+y+22 3z +y+3z
Quindi:
r+2y—2z=0

r+2y—z 2x4+y+z 0 1 2r+y+z2z=1
= =
—r+y+2z 3x+y+3z -1 2 —x+y+2z=-1

r+y+3z=2

Dobbiamo quindi risolvere il sistema lineare non omogeneo di quattro equazioni i tre incognite. Procedendo
per sostituzione otteniamo

rT=—-2y+z T=-2y+z
—Jy+3z=1 N —3Jy+3z=1
3y+z=-1 z=-3y—1
—6y + 62 = -2 —3y+3z=-1

Anche senza procedere ulteriormente vediamo che la seconda e quarta equazione sono in contraddizione,
quindi il sistema non ammette soluzione e D non €& combinazione lineare di A, B e C.

O
Esercizio 1.15. Date le matrici
1 k 2 3 3 6
a=lo i 2=[F 3 o=t 3]

stabilire se esistono valori di k per cui C' & combinazione lineare di A, B. In caso positivo esprimere tale
combinazione lineare.

SOLUZIONE:

Analogamente all’esercizio precedente si tratta di determinare se esiste soluzione dell’equazione
Ax+ By =C

Esplicitando tale equazione otteniamo:

[z kx 2y 3y| |z+2y kzr+3y
AI+By__O x}+{y 2y]_{ Yy x4+ 2y
Quindi:
z+2y=3 r+2=3 r=1 =1
[a:—&—Zy kx+3y] [3 6] kx+3y =6 kx+3=6 kx =3 k=3
= = = = =
Y T+ 2y L3 y=1 y=1 y=1 y=1
r4+2y=3 rz+2=3 z=1 z=1
Quindi

e Se k = 3 il sistema ammette la sola soluzione x =y=1e A+ B =C.
e Se k # 3 il sistema non ammette soluzione e C non & combinazione di A e B.

Esercizio 1.16. Si considerino le sequenti n-uple di numeri reali, conn = 2,3 o 4:

uy = (1,0) Uy = (; 2)

= 31 5 =10 1 2
ug = L Uy = > )

2
1
us = (—1,1,2,-2) U = (0707—3, —3)
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Si calcoli quando possibile

u; + uj, ui-uf, A g, con A\=0,2,-2, i,7j=1,...6

SOLUZIONE:

e Cominciamo a calcolare le somme. Notiamo innazittutto che si possono sommare solo n-uple
dello stesso tipo:

1 3
Uy + ug = 1-‘1-*,0—1-(—2) = 5,—2 = U2 + Uy

2
1
Uz + ug = (—3,—4 —7) = Uq + U3
5
Us + Ug = —1,1,5,—5 = Ug + Us
Notiamo che la somma di due n-uple & ancora una n-upla, e che la somma gode della proprieta

commutativa.
e Calcoliamo ora i prodotti. Notiamo che si puo solo moltiplicare una n-upla per la trasposta di

una n-upla dello stesso tipo:

1 1
Ul'UQT(LO)‘(_22> :§:U2'U1T

0
1 79
u3-uZ:<—3,4—5)- f% = — =wuy-ul
-2

us-ug = (-1,1,2,-2)- | ) [ =% =ue-ud

3

-3

Notiamo che il prodotto tra una n-upla e la trasposta di una n-upla da come risultato un numero

(uno scalare).
e Calcoliamo infine i prodotti per scalare.

Ou1 = OUQ = (0,0), 0U3 = 0U4 = (0, O, 0), 0U5 = 0u6 = (0, 0, 0, 0),

1
2u; = (2,0), 2us = (1,-4), 2uz = <6, > 10) ,

2
2uq = (0,—1,—4), 2us = (—2,2,4,—4), 2ug = (O,O7 3 —6>

1
— 2u1 = (—2,0), —2’U,2 = (—1,4), —QU3 = <6, —57 10) 5

2
—2uy =(0,1,4),  —2us=(2,-2,—4,4), —2ug= (0,0, 3,6)

Notiamo che il prodotto tra uno scalare e una n-upla si puod sempre calcolare e da come risultato

una n-upla.
|

Esercizio 1.17. Dimostrare (utilizzando le matrici) che un numero complesso coincidente con il
proprio coniugato & necessariamente reale.

SOLUZIONE:

Sia Z = aly + bJ un generico complesso, dove

10 0 1
el el

Sappiamo che il suo coniugato ¢ Z = al — bJ. Notiamo che

a b - a —b
=150 2= )
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Di conseguenza dall’uguaglianza Z = Z segue
= 20=0 = b=0

Quindi Z = als ed ¢ un numero reale.

Esercizio 1.18. 57 risolva il sistema Ax = b dove

B E -

SOLUZIONE:

Ay — 1 3 . X __Il+3f£2
T2 4] a) T (200 + da

Quindi Ax = b implica

x1 + 319 = 2 1 =2 — 319 T, =7
= =
21‘1+4I2:72 4761‘2+4$2:72 1172:3
La matrice A & detta matrice dei coefficienti e la matrice b matrice o colonna dei termini noti del
sistema

I +31’2 =2
2x1 +4xo = —2

Si dice anche pin semplicemente che A e b (oppure A|b) sono le matrici associate al sistema.
Notiamo che si puo passare da A al sistema o viceversa semplicemente aggiungendo o togliendo le
incognite.

O

Esercizio 1.19. Siano A e B matrici 3 x 3 tali che

AB = BA VB € Msy3
Si dimostri che deve necessariamente essere:
A=\ per qualche A € R
SOLUZIONE:
Sia

a1l aiz ais
A= lax ax azs
a3y agz as3

la generica matrice 3 X 3. Poiche AB = BA per ogni matrice B, in particolare deve valere per

1 0 0
B=1]0 0 0
0 0 O
Di conseguenza:
a1 0 0 a1 a12 Q13
AB = ay 0 0] = 0 0 0 = BA = a1 =az; = a2 = a3 = 0.
asq 0 0 0 0 0
La nostra matrice A deve quindi essere del tipo
a1 0 0
A=10 ax az
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Analogamente la relazione AB = BA deve valere in particolare per

0 0 0
B=|(0 0 O
0 0 1
Di conseguenza:
00 O 0 O 0
AB= 1[0 0 ao3| = |0 0 0 = BA = ago = a3 = 0.
0 0 ass 0 azx ass

La nostra matrice A deve quindi essere del tipo

ail 0 O
A= 0 as2 0
0 0 ass
Ripetiamo lo stesso ragionamento con
1 1 0
B=1]0 0 0
0 0 O
ottenendo
ajy ap;p 0 ajp az 0
AB = 0 0 0| = 0 0 0| =BA = a11 = a22.
0 0 0 0 0 0
La nostra matrice A deve quindi essere del tipo
a1 0 0
A= 0 ail 0
0 0 ass

Utilizzando infine

otteniamo
0 ail  ail 0 ailr ass
AB =10 0 0 =10 0 0 = BA = 11 = ass.
0 0 0 0 0 0
La nostra matrice A deve quindi essere del tipo
ap; 0 0 100
A=10 a1 0| =ai1-|0 1 0| =A; per qualche A € R

0 0 a1 0 0 1

Esercizio 1.20. Si risolva il sistema Ax = b nei sequenti casi

1 3 2 1 2
a) A=10 3 6], = |29 b=|-3
0 0 2 s 4
[4 33 2 1 3
b) A=1(0 1 6/, = |z b= |4
0 0 0 s 4
-1 3 1 1 3
c) A={(0 1 1}, T = |T2 b= |4
0 00 s 0

SOLUZIONE:
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a) Calcoliamo il prodotto

1 3 2 1 1 + 3x2 + 223
Az= 10 3 6 To| = 329 + 623
0 0 2 T3 2.’133
Quindi la condizione Ax = b implica
x1 + 3xy + 223 = 2 1+ 3x9 + 223 =2
3ro + 63 = —3 =39 =—-6-2-—-3 =
2.563 =4 Tr3 = 2
1 =-3-(-5)—2-2+2=13 r1 =13
To = —H = x9 =—5H
Tr3 = 2 T3 = 2

b) Scriviamo direttamente il sistema associato a A e b aggiungendo le incognite:

41’1 +33(E2+2f£3 =3
1’2+61’3:4
0=-4

Notiamo subito che 'ultima equazione € impossibile, quindi il sistema non ammette soluzione.
¢) Scriviamo direttamente il sistema associato a A e b aggiungendo le incognite:

7$1+3$2+$3 =3
To + X3 = 4
0=0
Notiamo che il sistema ha tre incognite, ma solamente due equazioni (significative). Abbi-

amo quindi una variabile libera. Partiamo dall’ultima equazione (significativa) aggiungendo un
parametro. Poniamo per esempio xz3 = ¢ (Potevamo equivalentemente porre xo = t):

-1+ 320+ 23 =3 1 =3(-t+4)+t—-3=-2t+9
o =—1+4 = qx2=—t+4
r3 =1 xr3 =1
T, =-2t+9
=29 =—1t+4 Vie R
xry =1

Notiamo che in questo caso il sistema ammette infinite soluzione: ogni valore assegnato a t
permette di trovare una delle infinite soluzioni.

O

Esercizio 1.21. Si dica per quali valori di k € R il sistema Ax = b dove

1 -1 2 X1 0
A=|0 1 1 , r= |22 b=1|1
0 0 k+1 T3 -1

ammette soluzione. In caso positivo si determinino esplicitamente tali soluzioni.

SOLUZIONE:

Il sistema associato a A e b ¢
T — To + 2£C3 =0
To+x3=1

(k‘ + 1)333 =-1

Cercando le soluzioni dell’ultima equazione incontriamo subito una difficolta: dovendo dividere per (k+ 1)
dobbiamo imporre la condizione k + 1 # 0. Dobbiamo quindi distinguere due casi:
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e Se k # —1, otteniamo le soluzioni

k42 2

Ty —To+2x3=0 1 —xo+ 223 =0 1‘1:ril+r+1
1 k+2 k+2
$2+$3:1 = 1'2:1+k7+1:rj_1 = .’I'Q:r:z__l
_ __1 Q0 — __1 Q0 — _ 1
T3 = Tkr1 T3 = ~E41 T3 = ~ %41

Quindi per ogni k # —1 il sistema ammette la sola soluzione

P
To = Ziﬁ
2= -7

e Se k = —1, sostituendo tale valore nel sistema otteniamo

$17$2+2£E3:O
$2+£L’3:1
0=-1

Quindi in questo caso il sistema & impossibile.

k+4



CAPITOLO 2

Rette e piani

Esercizio 2.1. Determinare [’equazione parametrica e Cartesiana della retta del piano
(a) Passante per i punti A(1,2) e B(—1,3).
(b) Passante per il punto C(2,3) e parallela al vettore oP = (-1,2).
(¢) Di equazione Cartesiana y = 2x + 5. Determinare inoltre un punto appartenente a tale retta.

Esercizio 2.2. Determinare l’equazione parametrica e Cartesiana della retta dello spazio
(a) Passante per i punti A(1,0,2) e B(3,—1,0).
(b) Passante per il punto P(1,3,1) e parallela al vettore Oﬁ =(2,0,0).
(¢) Di equazioni Cartesiane

y=3x+1
y—x+2z=0

Determinare inoltre un punto appartenente a tale retta.

Esercizio 2.3.

a) Determinare ['equazione parametrica e Cartesiana del piano 7 passante per i punti A(1,3,1),
B(2,0,0) e C(0,1,1). Il punto P(0,2,0) appartiene a tale piano?
b) Determinare una equazione della retta passante per A ortogonale a 7.

Esercizio 2.4. Sia r la retta di R® passante per i punti A(1,—1,2) e B(=2,0,1), e sia s la retta
contenente C(1,3,—3) e parallela al vettore OD(2,—2,3).

a) Determinare la posizione reciproca delle due rette (cioé se sono incidenti, parallele o sghembe).
b) Se sono incidenti determinarne il punto di intersezione.

Esercizio 2.5.

a) Determinare la posizione reciproca (cioé se sono incidenti, parallele o sghembe) delle rette v e r’
di equazioni parametriche:

T =2t €r=3S8
r: qy=t+1 o {y=2
z=t+3 z=5+2

b) Se le rette sono incidenti determinare 'ampiezza dell’angolo tra esse.

Esercizio 2.6. Determinare la posizione reciproca (parallele, incidenti o sghembe) delle rette r e r' di
equazioni parametriche:

T =2t xr=Ss
r: qy=t+1 r Qy=1
2=t z=2s+1

Esercizio 2.7.

a) Determinare equazioni parametriche della retta r passante per i punti A = (2,3,1) e B=(0,0,1)
e della retta s passante per i punti C = (0,0,0) e D = (4,6,0).

b) Stabilire se r e s sono complanari. In caso affermativo, trovare un’equazione cartesiana del piano
contenente r e s.

15



16 2. RETTE E PIANI

Esercizio 2.8. Si considerino le rette r1 e ro di equazioni

=1+t ety —1
T Sy =2t ro {x—Z—i—z:Q
z=1+t

a) Si mostri che le due rette sono incidenti.
b) Si determini l'equazione della retta ortogonale ary e ro e passante per il loro punto di intersezione.

Esercizio 2.9. Si considerino le rette di equazioni cartesiane

r+2y=20 20 =0
s:
y—2z2=0 z+y+z=0
a) Dopo avere verificato che le due rette sono incidenti, determinare ’equazione cartesiana della
retta passante per P(1,1,1) e incidente r e s.
b) Determinare ’equazione cartesiana del piano passante per C(1,2,—3) e perpendicolare a r.

¢) Determinare equazioni cartesiane della retta passante per il punto P = (1,1,1) e perpendicolare
alle due rette r e s.

Esercizio 2.10. Sia r la retta nello spazio passante per i punti A = (0,0,1) e B =(—2,—1,0). Sia s
la retta passante per i punti C = (1,1,1) e D = (—1,0,0).

a) Mostrare che le due rette sono complanari e trovare un’equazione del piano w che le contiene.
b) Trovare equazioni parametriche della retta per 'origine ortogonale al piano w del punto a).

Esercizio 2.11.

a) Determinare equazioni parametriche ed equazioni cartesiane della retta r dello spazio passante per
i punti A= (2,—1,3) e B=(3,5,4).
b) Stabilire se la retta r interseca il piano di equazione cartesiana 2x —y + z = 0.

Esercizio 2.12. Sia r la retta nello spazio di equazioni cartesiane x +z+1=2x+2y—z—-—3=0¢
sia l la retta di equazioni parametriche x = 2t, y = —t, z =0.

a) Determinare una equazione cartesiana del piano w contenente il punto P(1,2,3) e ortogonale alla
retta [.

b) Stabilire se esiste una retta passante per P, contenuta in 7 ed incidente la retta r. In caso
affermativo determinare equazioni di tale retta.

Esercizio 2.13. Si considerino i piani dello spazio
m:xz—y+z2=0 e ™ 8x+y—z2=0.

a) Stabilire la posizione reciproca dei due piani.
b) Trovare un’equazione cartesiana del piano passante per P = (1,1,1) e perpendicolare ai piani 7 e

.

Esercizio 2.14.

a) Determinare equazioni parametriche e cartesiane della retta r passante per i punti A = (2,1,3) e
B=(1,2,1).

b) Trovare un’equazione cartesiana del piano m parallelo alla retta v e all’asse z e passante per
lorigine.

Esercizio 2.15.

a) Determinare equazioni parametriche e cartesiane del piano © passante per i punti A = (—1,1,1)
e B=(2,0,1) e perpendicolare alla retta v di equazioni cartesiane x =y — 1 = 0.

b) Trovare un’equazione cartesiana del piano @' parallelo al piano m e passante per il punto C =
(0,1,2).
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Esercizio 2.16. Nello spazio si considerino la due rette di equazioni:

r=1+t
r:qy=1-—t st x4+y—l1l=x—y+2=0
z=3

a) Mostrare che le due rette sono sghembe.
b) Determinare un’equazione del piano contenente la retta r e parallelo alla retta s.
c) Determinare un’equazione del piano parallelo alle due rette ed equidistante da esse.

Esercizio 2.17. Si considerino le rette ri,r,73 di equazioni
mrre=3t+1, y=—t, z2=3t+1
ro 1 x=8 Yy=2, 2=35
rg : x—1=2=0
a) Si determini un’equazione del piano 7w contenente le rette r1 e ra.
b) Si stabilisca se il piano w contiene rs.
c) Si caleoli la proiezione ortogonale del punto P(1,2,0) sul piano .
Esercizio 2.18. Si considerino i piani wy, w2, 73 di equazioni
m : z2—3=0
m x+y+2=0
w3 3x+3y—2+9=0
e la retta r = m N .
a) Si stabilisca se il piano w3 contiene r.
b) Si trovi un’equazione cartesiana del piano w4 passante per 'origine e contenente r.
¢) Si caleoli la proiezione ortogonale dell’origine sul piano my.
Esercizio 2.19. Si considerino i piani 71,7, 73 di equazioni
m o 343y —2z=-9
et x+y+2=0
3 x+y+z=1
e la retta r = m N mo.

a) Si stabilisca se il piano w3 contiene r.
b) Si trovi un’equazione cartesiana del piano w4 passante per lorigine e contenente r.
¢) Si caleoli la proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7.

Esercizio 2.20. Si considerino la retta r di equazione

r=2+t
rosy=-3-2t
z=1

e la famiglia di piani m : 2x + ky — z = 1 dove k é un parametro reale.

a) Si determini per quali k il piano 7y, risulta parallelo a r.
b) Per il valore di k trovato al punto precedente calcolare la distanza tra m e .

Esercizio 2.21. Nel piano, si considerino le rette r1,r9,r3 di equazioni
r=1-2t
ry o ro 1 x—2y+1=0, rg @ 2x+y—2=0.
y =2t

a) Si trovi un’equazione cartesiana della retta r parallela a r1 e passante per il punto A =1y Nrs.
b) Si trovi un’equazione cartesiana della retta s perpendicolare a r1 e passante per A.
c¢) Si caleoli angolo tra le rette r1 e ro e tra le rette ro e 3.

Esercizio 2.22. Verificare che i quattro punti
Pl:(1a271)7 P2:(2a1’0)7 P3:(_1707_1)a P4:(O,07_1)

sono complanari e determinare un’equazione cartesiana del piano che li contiene.

17
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Esercizio 2.23. Siano my il piano di equazioni parametriche:
r=14+u+v, y=24u—v, z=3+u, u,v €R
e mo il piano di equazione cartesiana T —y+ 2z + 1= 0.

a) Si scriva l'equazione cartesiana di 7.

b) Si scrivano le equazioni parametriche della retta r = w; N 7.

c) Detta s la retta di equazioni parametriche: x = 1+t, y=2—1, z = 3+ 2t, si verifichi cher e s
sono sghembe.

Esercizio 2.24. Siano r e s le rette di equazioni:

r=1+4+2t 3 9 5
r—2y=—
r:y=3t vt e R, s:{ 2y
Zz =
z=1

a) Si determini l'equazione cartesiana del piano w1 contenente r e s.
b) Si determini l'equazione cartesiana del piano wo perpendicolare a r e s e passante per il punto
C(0,1,1).

Esercizio 2.25. Si considerino i tre piani di equazioni

m: x+y+z2=0, M x—y—2+1=0, m3: 20+ kz=1

a) Stabilire la posizione reciproca dei tre piani (paralleli, incidenti in un punto o in una retta ...) al
variare di k in R.
b) Si determini l’equazione del piano per lorigine e perpendicolare alla retta r : wp N mwa.

Esercizio 2.26. Si considerino le rette vy e ro di equazioni:

. 5 r=2-2t
z =
ry: {y o y:t Vie R
rz=1
z=1+4+1t

a) Si verifichi che le due rette sono incidenti e se ne determini il punto P di intersezione.
b) Si trovi un’equazione parametrica della retta passante per P e ortogonale a r1 e rs.

Esercizio 2.27. Siano assegnati il punto A = (1,2,1) il piano 7 e la retta s di equazioni

r=1+1
T x4z =4, s: Sy=2
z=0

a) St determini il punto B, proiezione ortogonale di A su 7 e la retta r passante per A e per B.

b) Indicato con C il punto di intersezione tra s e r e con D il punto di intersezione tra s e m, i
determini un’equazione della retta CD.

¢) Si determini 'angolo tra r e la retta CD.

Esercizio 2.28. Nello spazio, si considerino le rette 1,7y di equazioni

xr =3t n 90
€T —_ =
rr o y:2—t T2 y
z+y—3=0
z=14+1

a) Determinare la loro posizione reciproca.

b) Determinare un’equazione cartesiana del piano 7w contenente le due rette.

c¢) Determinare un’equazione parametrica della retta passante per P = (—2,5,1) e perpendicolare
alle rette r1 e ry.

Esercizio 2.29. Nello spazio, si considerino i piani w1, 7o di equazioni
m 3rx—y+2=0, me :2x 4y =0.

a) Scrivere equazioni parametriche della retta v intersezione di w1 e ms.

b) Determinare un’equazione cartesiana del piano ortogonale ai due piani assegnati e passante per
il punto P = (2,1,0).

c) Trovare la proiezione ortogonale del punto P sulla retta r.
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Esercizio 2.30. Siano r la retta passante per i punti A = (1,0,2) e B = (—1,1,1) e s la retta di
equazioni parametriche

=142t
st y=1—1 Vte R
z=1+1

a) Si determini un’equazione cartesiana del piano perpendicolare a r e passante per il punto Q di
intersezione tra l’asse delle y e il piano contenente r e s.

b) Si trovino equazioni cartesiane e parametriche della retta perpendicolare ad r e s e passante per
il punto P = (1,3,1).

Esercizio 2.31. Dati i punti ¢ O(0,0), A(2,1), B(1,3), determinare lisometria f(z,y) = (2',y’)
tale che f(O) = O, f(A) = A, f(B) = B’ nei sequenti casi. Stabilire in particolare se si tratta di una
traslazione, rotazione, riflessione e glissoriflessione trovando gli eventuali punti fissi.

1 3 7
/ _ - / _ _ I — | _
a)0<3,2>,A(1,2),B (2,2).

3 7 3 3 7 3
2 11 9 13
C) Ol == (07 0)7 Al - _57 E 3 B/ == - )

1 7 3 4
= -2, 1 A/: -, = B/: -, — .
d) O ( ) )? <57 5)) (57 5)

Esercizio 2.32. Si considerino i punti del piano A = (0,0), B = (2t,0), C =(0,1) e A’ = (2,2), B’ =
(2+v3.3), ¢’ = (3.2+ %),

a) Per quali valori di t esiste un’isometria diretta che trasforma i punti A, B, C nei punti A’, B, C’
rispettivamente?

b) Per i valori di t determinati al punto precedente, trovare le equazioni dell’isometria.

c) Stabilire se l'isometria f in b) ha dei punti fissi, cioé tali che f(P) = P.

1. Suggerimenti

e In R? l'equazione parametrica della retta passante per P(z9,y0) e di direzione parallela al
vettore u = (uq,us) €

T=x urt
T o+t vVte R

Y = yo + uast
e In R? la generica equazione cartesiana di una retta é:

r: ar+by+k=0
e In R® l'equazione parametrica della retta passante per P(z0, Yo, 20) e di direzione parallela al
vettore u = (u1, ug, usg) &
xr =x9+ uit
r: Sy=yo+tut VEER

2 =29+ ust
e In R? la generica equazione cartesiana di una retta ¢ data dall’intersezione di due piani:

a1x + b1y +ciz =k

asx + by + coz = ko
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In R® I'equazione parametrica del piano passante per P(z0,y0,20) e di direzioni parallele ai
vettori u = (u1, ug, us) e v = (v1, v, v3) &

r=x9+ uit +vis
T Sy =1yo+ust+uves Vs, teR
2 = 29 + ust + v3s
In R® la generica equazione cartesiana di un piano ¢ :
T ar+by+cz==k

11 vettore (a,b,c) ha direzione perpendicolare al piano.

Due rette 1 e ro sono parallele se hanno la stessa direzione, ovvero se i rispettivi vettori
direzione sono proporzionali.

e In R? due rette r; e r5 sono sghembe se non sono parallele e non si intersecano.
e In R? due rette 71 e ry sono complanari se non sono sghembe, ovvero se sono parallele oppure

si intersecano.

Due piani m; e mo sono paralleli se non si intersecano. Analogamente due piani m : ajx +
b1y + c1z = k1 e ma 1 asx + bay + coz = ko sono paralleli se i vettori (a1,b1,c¢1) e (ag,bs.ca) sono
proporzionali.

Una retta r & perpendicolare al piano 7 : ax + by + cz = k se r ha direzione parallela al vettore
u=(a,b,c).

Dati due vettori u = (uy, uz,u3) e v = (vy,ve,v3) di R® chiamiamo prodotto scalare di u e v il
numero:

T

(u,v) =u-v" = ujvy + ugvs + uzvs.

Date due rette ry parallela a un vettore u e o parallela a un vettore v, ’angolo 9 tra le due rette
e dato da:

cos(V) = T = ‘. ,

dove |u| =norma di u= lunghezza di v =+/(u,u) = Vu - uT.

Isometrie. Le isometrie sono trasformazioni del piano f(z,y) = f(z/,3’) che mantengono le distanze.

Un punto P tale che P’ = f(P) = P & detto punto fisso; una retta r tale che ' = f(r) = r & detta retta
fissa. Ci sono quattro tipi di isometrie:

e Isometrie dirette: mantengono l'orientamento degli angoli. Hanno equazione:

' =cr—sy+a
{ 4 conc®?+s2=1

Yy =sx+cy+bd

Ci sono due tipi di isometrie dirette:
— Traslazioni: s = 0. Non hanno punti fissi.
— Rotazioni: s # 0. Hanno un punto fisso (il centro di rotazione) che si trova risolvendo il
sistema

r=cxr—syta
y=sr+cy+b

e Isometrie inverse: non mantengono ’orientamento degli angoli. Hanno equazione:

!
=cr+sy+
{I FTsyTa conc?+s2=1

Yy =sz—cy+b

Ci sono due tipi di isometrie inverse:
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— Riflessioni o simmetrie rispetto ad una retta. Hanno una retta di punti fisi ('asse di
simmetria) e infinite rette fisse (le rette ortogonali all’asse).

— Glissoriflessioni: composizione di una rflessione e di una traslazione parallela all’asse di
simmetria. Non hanno punti fissi.

2. Soluzioni

Esercizio 2.1. Determinare I’equazione parametrica e Cartesiana della retta del piano
(a) Passante per i punti A(1,2) e B(—1,3).
(b) Passante per il punto C(2,3) e parallela al vettore oP = (-1,2).
(¢) Di equazione Cartesiana y = 2x + 5. Determinare inoltre un punto appartenente a tale retta.

SOLUZIONE:
(a) Poiche AB = (—2,1) otteniamo
=1-2¢
T {x vVt € R
y=2+t

Per ottenere I’equazione Cartesiana basta ricavare t:

=1-2t =1-2(y—2
x = z (y ) = z+2y—5=0

(b) Possiamo scrivere direttamente l'equazione parametrica:

=2t
* vVt € R
y=3+2t

Ricaviamo ora l’equazione Cartesiana:

t=2—x

= 2r+y—7=0
y=3+22—-1x)

(c¢) La cosa pit semplice & porre una variabile uguale al parametro ¢, ottenendo

r=1 Vit e R
y=0+2t

Per determinare un punto P appartenente a r ¢ sufficiente trovare un punto (z,y) che soddisfi
lequazione di r (parametrica o cartesiana). Assegnando per esempio il valore 0 al parametro ¢
nell’equazione parametrica otteniamo il punto:

{x_o = P(0,5).
y=>5

Esercizio 2.2. Determinare ’equazione parametrica e Cartesiana della retta dello spazio
(a) Passante per i punti A(1,0,2) e B(3,—1,0).
(b) Passante per il punto P(1,3,1) e parallela al vettore Oﬁ = (2,0,0).
(¢) Di equazioni Cartesiane
y=3z+1
y—xz+2=0

Determinare inoltre un punto appartenente a tale retta.

SOLUZIONE:
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(a) Poiche AB = (2,—1,—2) otteniamo

r=1+4+2t
T Qy=—t vVt € R
z=2-2t

Ricaviamo ora I’equazione Cartesiana:

r=142(—
(=9) c2—1=0
b=y T \2y—z+2-0
_ —
z=2-2(-y) Y
Notiamo che ’equazione Cartesiana di una retta nello spazio ¢ data mediante l'intersezione di
due piani.

(b) Possiamo scrivere direttamente l'equazione parametrica:

r=1+2t
r: cy=3 vVt € R
z=1

Notiamo che ’equazione si puo equivalentemente scrivere

E’ immediato ricavare ’equazione Cartesiana:

y=3
z=1

(c) La cosa piu semplice & porre la variabile x uguale al parametro ¢, ottenendo

y=1+3t = r:Qy=1+3t vt € R
z=—(143t)+t z=-1-2t

Per determinare un punto P appartenente a r & sufficiente trovare un punto (x,y, z) che soddisfi
lequazione di r (parametrica o cartesiana). Assegnando per esempio il valore 0 al parametro ¢
nell’equazione parametrica otteniamo il punto:

z=0
y=1 = P(0,1,-1).
z=—1

]

Esercizio 2.3.

a) Determinare 'equazione parametrica e Cartesiana del piano 7 passante per i punti A(1,3,1),
B(2,0,0) e C(0,1,1). Il punto P(0,2,0) appartiene a tale piano?
b) Determinare una equazione della retta passante per A ortogonale a 7.

SOLUZIONE:
a) Possiamo determinare prima l’equazione parametrica. Poiche
AB = (1,-3,-1)
AC = (~1,-2,0)
otteniamo
r=14+t—s
T Sy=3—3t—2s Vi, s € R
z=1-—1t



2. SOLUZIONI 23

Per ottenere l’equazione Cartesiana da quella parametrica basta ricavare s e t e procedere per

sostituzione:
x=1+(1-2)—s s=—x—2z+2
y=3-31—-2)—2s = qy=32—-2(-x—2+2) = 2x—y+52—4=0
t=1-2z t=1-2z

In alternativa si puo ricavare direttamente 1’equazione cartesiana, considerando la generica
equazione ax + by + cz = d e imponendo il passaggio per i tre punti A, B e C in modo da ricavare
i valori di a,b,c e d. Notiamo che cosi come 'equazione cartesiana ¢ determinata a meno di
multipli, anche i valori di a, b, ¢ e d non saranno univocamente determinati.

A: a+3b+c=d 430+ (d—b)=d b=—4¢
ar+by+cz=d = B: 2a =d = a:% = a:%
C: b+c=d c=d—b =54
Possiamo ora scegliere un valore di d. Ponendo d = 4 otteniamo
a=2
b=-1
= 2r—y+5oz=4
c=5
d=4

Infine P(0,2,0) appartiene al piano se le sue coordinate soddisfano I’equazione (Cartesiana o
parametrica). Sostituendo nell’equazione Cartesiana otteniamo

—2-4=0 no

Poiche le coordinate non soddisfano I’equazione P non appartiene al piano.
Analogamente potevamo sostituire nell’equazione parametrica ottenendo:

O0=1+t—s 0=2-s s=2
2=3—-3t—2s = ¢2=3-3-2s = ¢s=-1
0=1-t t=1 t=1

Poiche la prima e seconda equazione si contraddicono il sistema non ammette soluzione e P non
appartiene al piano.

b) Sappiamo che dato un generico piano ax + by + ¢z = k il vettore (a,b,c) ¢ ortogonale al piano.
Quindi dall’equazione cartesiana del piano ricaviamo che la retta cercata ha direzione (2, —1,5).
Sappiamo inoltre che tale retta passa per A = (1,3, 1), quindi

rx=142t
y=3-1
z=1+45t

O

Esercizio 2.4. Sia r la retta di R® passante per i punti A(1,—1,2) e B(=2,0,1), e sia s la retta
contenente C(1,3,—3) e parallela al vettore O?(Q, -2,3).

a) Determinare la posizione reciproca delle due rette (cioé se sono incidenti, parallele o sghembe).
b) Se sono incidenti determinarne il punto di intersezione.

SOLUZIONE:

—
La retta r passante per B e parallela al vettore BA = (—3,1, —1) ha equazione parametrica:

r=—-2-3t
T sy=t Vte R
z=1-t
Analogamente
r=142h
st qy=3—2h Vhe R

z=-3+4+3h
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a) Osserviamo subito che r e s non sono parallele in quanto i vettori direzione ﬁ e @ non hanno
le componenti proporzionali uno rispetto all’altro.
Per stabilire se sono incidenti cerchiamo 'intersezione rNs risolvendo il sistema di 3 equazioni
nelle due incognite ¢, h:

—2-3t=1+2h —3(3—2h) —2h =3
t=3—2h = {t=3-2h =
1—t=—3+3h —(3—2h) —3h =—4
—9+46h —2h =3 h=3

t=3-2h = {t=3-2h
—34+2h—3h=—4 h=1

Poiche la prima e terza equazione si contraddicono il sistema non ammette soluzione e le rette
non sono incidenti.
Infine le rette sono sghembe.

In alternativa potevamo per esempio ricavare ’equazione cartesiana di una delle due rette

r=-2-3t
{x+3y:—2
=

" Z;i—t y+z=1
e quindi rislovere il sistema
x=1+2h x=1+2h x=1+2h
y=3—2h y=3—2h y=3—2h
z=-34+3h =4¢2=-34+3h =<z=-3+3h
x+3y=-2 14+2h+9—6h=-2 —4h = —12
y+z=1 3—2h—-3+3h=1 h=1

Poiche le ultime due equazioni si contraddicono il sistema non ammette soluzione e le rette non
sono incidenti.
Infine le rette sono sghembe.

O

Esercizio 2.5.

a) Determinare la posizione reciproca (cioé se sono incidenti, parallele o sghembe) delle rette r e r’
di equazioni parametriche:

r =2t r=s
r: dy=t+1 ' Qy=2
z=1+3 z2=5+2

b) Se le rette sono incidenti determinare 'ampiezza dell’angolo tra esse.

SOLUZIONE:

a) Osserviamo subito che 7 e 7’ non sono parallele in quanto r ¢ parallela al vettore (2,1, 1) mentre
r’ & parallela al vettore (1,0,1).
Per stabilire se sono incidenti cerchiamo I'intersezione rNr’ risolvendo il sistema di 3 equazioni
nelle due incognite t, s:

2t =s s=2

s=2
t+1=2 = {t=1 = {tl
t+3=s5+2 14+3=2+2 B

Sostituendo nell’equazione di r (o analogamente di ) il valore di ¢ (o di s) determinato,
troviamo che 7 e 7’ sono incidenti nel punto P(2,2,4).
b) L’angolo ¥ formato dalle rette r e 7’ corrisponde all’angolo formato dai rispettivi vettori direzione
u=(2,1,1) e v =(1,0,1). Possiamo quindi sfruttare la formula
(w,v)  w-ol

cos(¥) =

Jul - Jol — Jul - [v]
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dove
lul = /(u,u) =VA+1+1=6
v =v/(v,0) =vVI+1=V2
Quindi

241 3 3
COS('&)\/%“{ = 79:300.

O

Esercizio 2.6. Determinare la posizione reciproca (parallele, incidenti o sghembe) delle rette r e r' di
equazioni parametriche:

T =2t Tr=S
r: Qy=t+1 r' {y=1
z=1t z=2s+1

SOLUZIONE:

Cominciamo a verificare se le rette sono incidenti risolvendo il sistema:

2t =s s=0
t+1=1 =<¢t=0
t=2s+1 0=1

Poiche il sistema non ammette soluzioni le rette non sono incidenti.

Inoltre la retta r & diretta come il vettore (2,1,1) mentre la retta v’ & diretta come il vettore (1,0, 2)
quindi le due rette non sono parallele tra loro.

Di conseguenza r e r’ sono sghembe.

O

Esercizio 2.7.

a) Determinare equazioni parametriche della retta r passante per i punti A = (2,3,1) e B=(0,0,1)
e della retta s passante per i punti C = (0,0,0) e D = (4,6,0).

b) Stabilire se r e s sono complanari. In caso affermativo, trovare un’equazione cartesiana del piano
contenente r e s.

SOLUZIONE:

a) Il vettori direzione /@ e @ hanno componenti:
AB = (-2,-3,0) CD = (4,6,0)

Quindi:
r=—2t r =4t
r: {y=-3t st Sy=6t
z=1 z=0

b) Poiche i due vettori direzione sono paralleli lo sono anche le due rette r e s e in particolare le
rette sono complanari.
Per determinare il piano che li contiene abbiamo bisogno perd di un vettore direzione dif-

ferente, appartenente al piano. Possiamo per esempio determinare il vettore direzione 1@ (in
quanto A e C' appartengono al piano cercato):

AC = (2,3,1)
Infine il piano 7 che contiene r e s ha equazione parametrica:

T =—2t+2s
m: Sy=-3t+3s Vs, tcR

zZ =S
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Per ricavare ’equazione cartesiana basta eliminare i parametri s e t:

T =—2t4+ 2z
y=-3t+3z =3x—-2y=0
Z=35

In alternativa si puo ricavare direttamente 1’equazione cartesiana, considerando la generica
equazione az + by + cz = d e imponendo il passaggio per tre dei quattro punti, per esempio B, C
e D in modo da ricavare i valori di a,b,c e d. Notiamo che cosi come 'equazione cartesiana e
determinata a meno di multipli, anche i valori di a, b, ¢ e d non saranno univocamente determinati.

B c=d c=0
ar+by+cz=d = C: 0=d =4{d=0
D: 4a+6b=d az—%b

Possiamo ora scegliere un valore di b. Ponendo b = 2 otteniamo

b=2 = —3z4+2y=0

Esercizio 2.8. Si considerino le rette vy e ro di equazioni

=1+t ety —1
Ty Sy =2t ro {x—Z—i—z:Q
z=1+t

a) Si mostri che le due rette sono incidenti.
b) Si determini l’equazione della retta ortogonale a ry e o e passante per il loro punto di intersezione.

SOLUZIONE:

a) Risolviamo il sistema

r=1+1¢ r=1+1¢ r=1+t _q
y =2t y =2t y =2 _0
z=1+1t =< z=1+1 =>qz=1+t = L1
r+y=1 1+t+2t=1 3t=0 i~
T—y+z=2 1+t -2t4+1+t=2 0=0

Quindi le rette sono incidenti nel punto P(1,0,1).
b) Determiniamo ’equazione parametrica di ro:

. 1 r=1-—1

€T =

Ty ! 4 = qy=t
ToytzE=2 s=142t

Quindi ro ¢ parallela al vettore (—1,1,2).
Per determinare la direzione ortogonale a r; e r5 determiniamo la Il piano 7 passante per P
e contenente ry e ro. m ha direzioni parallele a r; e 75 e quindi ha equazioni:

r=14+t—s
{x+y=1+&
= T—y+z=2

— 042
Y T % + 2 = 3+ 3t
z=1+1t+2s

Di conseguenza la direzione ortogonale a 7 (e quindi a 1 e r2) & (1, —1,1). Infine la retta cercata
ha equazione

r=1+t

y=—t

z=1+1
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Un metodo alternativo consisteva nel determinare il piano m; ortogonale a r; e il piano s
ortogonale a ro passanti per P. Il piano ortogonale a r; ha equazione del tipo x 4+ 2y + z = d.
Imponendo il passaggio per P otteniamo 1 + 1 = d, quindi

T r+2y+z=2
In maniera analoga
My —x+y+2z2=1

La retta cercata ¢ data dall’intersezione di w1 e mo:

r=1-1
T+2y+2=2 rT+2y+2=2
= =>qy=t
—r4+y+2z2=1 3y+32=3 1—¢
z=1-—

Notiamo che anche se I’equazione parametrica ¢ differente, si tratta ovviamente della stessa retta.
|

Esercizio 2.9. Si considerino le rette di equazioni cartesiane

x+2y=20 20 =0
s:
y—z2=0 z+y+2z2=0
a) Dopo avere verificato che le due rette sono incidenti, determinare l’equazione cartesiana della
retta passante per P(1,1,1) e incidente r e s.
b) Determinare l’equazione cartesiana del piano passante per C(1,2,—3) e perpendicolare a r.

c) Determinare equazioni cartesiane della retta passante per il punto P = (1,1,1) e perpendicolare
alle due rette r e s.

SOLUZIONE:

a) Cominciamo con il determinare se le rette r e s sono incidenti risolvendo il sistema

rz+2y=0 Yy =

y—z=20 N z=0
2¢ =0 z=0
z4+y+2z=0. 0=0.

Quindi le rette sono incidenti nel punto O(0,0,0). E’ allora sufficiente determinare 1'equazione
della retta passante per P(1,1,1) e O(0,0,0). In questo modo tale retta interseca r e s. La

direzione ¢ data dal vettore OP(1,1,1), quindi la retta cercata ha equazione parametrica:

r=1t
y=t
z=1t

b) Il piano passante per C(1,2,—3) e perpendicolare a r ha equazione del tipo
ax +by+cz=k

dove a, b, ¢ corrispondono alle componenti del vettore direzione di r (perpendicolare al piano),
mentre il valore di k si determina imponendo il passaggio per C.
Determiniamo quindi ’equazione parametrica di r:

r = -2t
ri:qy=t
z=1

Quindi r & parallela al vettore (—2,1,1), e il piano cercato & del tipo
—2x+y+z=k
Imponendo poi il passaggio per C(1,2, —3) otteniamo:
—2-14+2+(=3)=k = k=-3
Infine il piano cercato ha equazione:

—2r4+y+2z2=-3
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c¢) Scriviamo l'equazione di 7 e s in forma parametrica:

= -2t z=0
r:qy=t s:qy=—t

1l piano passante per P(1,1,1) e perpendicolare a r ha equazione
—2r+y+2=0
Analogamente il piano passante per P(1,1,1) e perpendicolare a s ha equazione
—y+2=0

La retta cercata & data dall’intersezione dei due piani appena determinati:

9% + 1 + 0 r=1t
—2x z =
{ y =>qy=t
—y+2z=0

z=1

Notiamo che la retta coincide, casualmente, con quella determinata al punto precedente.
Un metodo alternativo consisteva nel calcolare il piano m contenente r e s. Tale piano ha
direzione parallela ai due vettori direzione di r e s e contiene il punto O(0,0,0) di intersezione di

res:
r=—2t

r:sy=t—s = r+y+z=0
z=t+s

La retta cercata ¢ quindi la retta passante per P e perpendicolare a tale piano:

r=1+1
y=1+1
z=1+t

Notiamo che si tratta, ovviamente, della stessa retta determinata con 1’altro metodo, scritta in
maniera differente.

O

Esercizio 2.10. Sia r la retta nello spazio passante per i punti A = (0,0,1) e B =(—2,—1,0). Sia s
la retta passante per i punti C = (1,1,1) e D = (—1,0,0).

a) Mostrare che le due rette sono complanari e trovare un’equazione del piano w che le contiene.
b) Trovare equazioni parametriche della retta per l'origine ortogonale al piano m del punto a).

SOLUZIONE:

a) Due rette sono complanari se sono parallele o incidenti.
11 vettori direzione 1@ e C'D hanno componenti:

AB=(-2,-1,-1) CD=(-2,-1,-1)

Poiche i due vettori sono paralleli lo sono anche le due rette r e s e quindi in particolare sono
complanari. Per determinare il piano che li contiene abbiamo bisogno pero di un vettore direzione
differente, appartenente al piano. Possiamo per esempio determinare il vettore direzione m (in
quanto A e C' appartengono al piano cercato):

AC = (1,1,0)
Infine il piano 7 che contiene r e s ha equazione parametrica:

r=—-2t+s
T Sy=—t+s Vs, t € R
z=1-—1t
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Per ricavare ’equazione cartesiana basta eliminare i parametri s e t:

r=-242z2+s =(s=x+2—-2z2 =rz—-—y—2+1=0
y=—-14+z2+s y=—1+z+zx+2-22

b) Un vettore perpendicolare al piano m ha componenti proporzionali ai cofficienti della z,y e z
dell’equazione cartesiana di 7, ovvero (1, —1, —1) (o un suo multiplo). Di conseguenza ’equazione
della retta cercata e

O

Esercizio 2.11.
a) Determinare equazioni parametriche ed equazioni cartesiane della retta v dello spazio passante per
i punti A= (2,—1,3) e B=(3,5,4).
b) Stabilire se la retta r interseca il piano di equazione cartesiana 2z —y + z = 0.

SOLUZIONE:

a) Il vettore direzione 1@ é dato da zﬁ = (—1,—6,—1), di conseguenza ’equazione parametrica di

ré:
r=2—t
r:{y=—-1-—6t vVte R
z=3—1

Per determinare ’equazione cartesiana ricaviamo il parametro t per esempio dalla prima equazione
e lo sostituiamo nelle altre due ottenendo

. 6r—y—13=0
lx—2z41=0

b) Per calcolare l'eventuale intersezione tra r e il piano assegnato possiamo mettere a sistema
I’equazione cartesiana di r con quella del piano:

6r—y—13=0

r—z+1=0
22 —y+2=0
In questo caso risulta forse pit semplice mettere a sistema l’equazione parametrica di  con quella
del piano:
=—-1-6t =-1-
Y N Y 6t N
z=3—t z=3—t
2z —y+2=0 22—-t)—(-1-6t)+(3—1t)=0
14
— 9 _ Tr = —
r=2—-1 3
y=—1—6t y=15
z=3—1t = y = E
3
t= —g ¢ = 8
-3

14 17
Di conseguenza la retta r interseca il piano nel punto P <3, 15, 3>

O

Esercizio 2.12. Sia r la retta nello spazio di equazioni cartesiane x +z+1=2x+2y—z—3=0¢
sia l la retta di equazioni parametriche x = 2t, y = —t, z =0.
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a) Determinare una equazione cartesiana del piano m contenente il punto P(1,2,3) e ortogonale alla
retta l.

b) Stabilire se esiste una retta passante per P, contenuta in w ed incidente la retta r. In caso
affermativo determinare equazioni di tale retta.

SOLUZIONE:

a) La retta [ ha direzione (2,—1,0), quindi il piano ortogonale a ! ha equazione del tipo 2z — y = d.
Imponendo il passaggio per il punto P si ottiene 2 —2 =d, quindid =0 e

T 20—y =0

b) Il punto P appartiene a 7; se la retta r interseca 7 in un punto A, la retta passante per A e P ¢
la retta cercata. Determiniamo quindi ’eventuale intersezione tra r e m:

2 —y=0 y=2 y=2
r+z=-—1 =>{zr+z=-1 = zr+z=-1
20 +2y—2—-3=0 6r—2—-3=0 Tx =2

2 4 9
alz 2 _2
- (7’7 7)

Determiniamo quindi il vettore direzione ﬁ

5 10 30
AP — (7’ - 7) parallelo a  (1,2,6)

Infine la retta cercata ha equazioni

r=1+t 9 0
€T — =
y=2+2 WeER, e 4
6r—2z=3
z=3+6t

Esercizio 2.13. Si considerino i piani dello spazio
mT:xz—y+2=0 e m o 8x+y—2z=0.

a) Stabilire la posizione reciproca dei due piani.
b) Trovare un’equazione cartesiana del piano passante per P = (1,1,1) e perpendicolare ai piani 7 e

.

SOLUZIONE:

a) Due piani o sono paralleli o la loro intersezione & una retta. In questo caso il piano 7 & perpen-
dicolare al vettore (1,—1,1), mentre 7’ & perpendicolare al vettore (8,1, —1), quindi i piani non
sono paralleli tra loro. Determiniamo la loro intersezione mettendo a sistema le loro equazioni:

=0
r—y+2=0 92 =0
= =qy=t
8z+y—2=0 —-y+2=0
2=t
Quindi i piani si intersecano nella retta
=0
y=t vte R
z=1

b) La direzione perpendicolare al piano 7 ¢ data dal vettore (1,—1,1), mentre la direzione perpen-
dicolare a 7’ & (8,1,—1). Di conseguenza il piano perpendicolare a m e 7’ passante per il punto
P(1,1,1) ha equazione parametrica:

r=1+4+t+8s
y=1—t+s
z=14+t—s
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Ricavando i parametri s e t e sostituendo si ottiene una equazione cartesiana:
Yy+z=2
In alternativa si pud osservare che un piano pependicolare a m e ©’ & anche perpendicolare
alla retta loro intersezione. Di conseguenza il piano cercato & perpendicolare al vettore (0,1,1)

(direzione della retta intersezione), ovvero ha equazione del tipo y+z = k. Imponendo il passaggio
per P si ottiene direttamente 1’equazione cartesiana:

y+z=2
g

Esercizio 2.14.

a) Determinare equazioni parametriche e cartesiane della retta r passante per i punti A = (2,1,3) e
B=(1,2,1).

b) Trovare un’equazione cartesiana del piano m parallelo alla retta v e all’asse z e passante per
lorigine.

SOLUZIONE:
a) AB = (~1,1,-2), quindi

b) L’asse delle z ha equazione

ay: QY=
z=1

quindi il piano 7 cercato ha come direzioni (—1,1,—2), (0,0,1):

T =t
T qy=t = z+y=0
z=-2t+s

O

Esercizio 2.15.

a) Determinare equazioni parametriche e cartesiane del piano © passante per i punti A = (—1,1,1)
e B=(2,0,1) e perpendicolare alla retta v di equazioni cartesiane x =y — 1 = 0.

b) Trovare un’equazione cartesiana del piano ' parallelo al piano m e passante per il punto C =
(0,1,2).

SOLUZIONE:

a) La retta r ha equazione parametrica

=0
r: qy=1 VteR
z=1

Quindi r ha direzione (0,0,1) e un piano ad essa perpendicolare ha equazione del tipo z = k.
Imponendo il passaggio per A (o per B) si ottiene k = 1. Infine il piano 7 cercato ha equazione
cartesiana z = 1. Una equazione parametrica di 7 ¢
=1
T SYy=3s Vs,t € R
z =

b) Un piano parallelo al piano 7 ha equazione del tipo z = k. Imponendo il passaggio per C si
ottiene k = 2. Infine il piano 7’ cercato ha equazione z = 2.

O
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Esercizio 2.16. Nello spazio si considerino la due rette di equazioni:
r=1+t
r:qy=1-—t st x4+y—1l=xz—-—y+2=0
z=3
a) Mostrare che le due rette sono sghembe.
b) Determinare un’equazione del piano contenente la retta r e parallelo alla retta s.
¢) Determinare un’equazione del piano parallelo alle due rette ed equidistante da esse.
SOLUZIONE:

a)

Due rette del piano sono sghembe se non sono parallele e non si intersecano. L’equazione
parametrica di s e:

r=1—-t
s qy=t
z=—-14+2t

Quindi r ha direzione (1, —1,0) mentre s ha direzione (—1,1,2) e le due rette non sono parallele.
Inoltre se calcoliamo r N s:

r=1+1 =1+t r=1+4+t
y=1-1 y=1-1 y=1-1
z=3 = (z=3 = ¢z=3
z+y—1=0 1+t4+1—-t-1=0 1=0
z—y+2=0 1+t-14+t+3=0 34+2t=0

il sistema non ammette soluzione, quindi le due rette non si intersecano.

Di conseguenza r e s sono sghembe.
Sia 7 il piano cercato. Poiché 7w contiene r, deve essere parallelo a r e passare per un punto di
r. Sia A = (1,1,3) il punto di 7, imponendo inoltre le condizioni di parallelismo alle due rette,
otteniamo:

r=1+t—s
T:ly=1—1t+s = x+y=2
z=342s

Si puo procedere in pitt modi. Forse il pili semplice ¢ calcolare il piano 7’ passante per s e parallelo
a r in maniera analoga al punto precedente. Sia B = (1,0, —1) il punto di s:

r=14+t—s
i dy=—t+s = o+y=1
z=—142s

Il piano cercato ¢ parallelo a m e 7/, quindi ha una equazione del tipo z + y = d. Inoltre
essendo equidistante da r e da s & anche equidistante da 7w e 7/, ovvero il valore di d ¢ dato dalla
media degli analoghi valori di 7w e 7':

g2+t 3
2 2
Infine il piano cercato ¢
3
x + Yy = 5

Esercizio 2.17. Si considerino le rette ri,ro,73 di equazioni

a)
b)

c)

rrr=3t+1, y=—t, z2=3t+1
ro rT=8, Y=2, 2=35
r3 : x—1=2=0

Si determini un’equazione del piano m contenente le rette r1 e ro.

Si stabilisca se il piano w contiene r3.
Si caleoli la proiezione ortogonale del punto P(1,2,0) sul piano .
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SOLUZIONE:

a) Notiamo che r; ha direzione (3,—1,3) e 72 ha direzione (1,0,1). Le due rette sono comunque
complanari in quanto si intersecano:

dt+1=s s— 5
—t=2 = {t: 5 = rNre = A(-5,2,-5)
3t+1=s
Quindi il piano cercato ha equazioni:
r=—-5+4+3t+s
T Qy=2-—1 = z—2=0
z2=—-5+3t+s

b) Un modo per verificare se 7 contiene 73 & di controllare se 7 contiene due qualsiasi punti di 3.
Dall’equazione di r3 otteniamo per esempio i punti B(1,0,0) e C(1,1,0) di r3. Quindi 7 contiene
Be C se:

1-0=0
1-0=0
Siccome le condizioni non sono verificate B e C, e di conseguenza rs, non sono contenuti in 7.
c¢) Determiniamo la retta s per P ortogonale a m, cioé di direzione (1,0, —1):

r=1+t
s: Qy=2
z2=—1

La proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7 ¢ quindi 'intersezione di s con :

r=1+t¢ r=1+t¢ xz%
Y N =Y ;
r—2z=0 1+t+t=0 t:—%

Infine la proiezione cercata e il punto D (%, 2, %)

Esercizio 2.18. Si considerino i piani 71,7, 73 di equazioni
™ : 2—3=0
M x+y+2=0
3 3x+3y—2+9=0
e la retta r = m N .

a) Si stabilisca se il piano w3 contiene r.
b) Si trovi un’equazione cartesiana del piano w4 passante per l'origine e contenente r.
¢) Si caleoli la proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7.

SOLUZIONE:
Calcoliamo un’equazione parametrica di r = my N my:

r=—t—2
{230

= r:qy=t
r+y+2=0
z=3

a) Un modo per verificare se 73 contiene r ¢ di controllare se w3 contiene due qualsiasi punti di r.
Dall’equazione parametrica di r, assegnando per esempio i valori t = 0 e t = 1 otteniamo i punti
A(—2,0,3) e B(—3,1,3) di . Quindi 3 contiene A e B se:

3.(=2)4+3-0-3+9=0
3.(=3)4+3-1-3+4+9=0
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Siccome le due condizioni sono verificate A e B, e di conseguenza r, sono contenuti in ms.
b) )
b) Un piano w4 contenente r contiene i suoi due punti A e B. Si tratta quindi di trovare e-
quazione del piano per A, B e 'origine. Poiché chiede 1’equazione cartesiana la cosa piu semplice
e probabilmente considerare la generica equazione cartesiana e imporre il passaggio pre i tre punti:

—2a+3c=d a= %
ar+by+cz=d = (-3a+b+3c=d = :%c
d=20 d=20
Possiamo ora scegliere un valore di ¢. Ponendo ¢ = 2 otteniamo
a=3
b=3 L siisy42:20
c=2
d=0
In alternativa p_ot}evamo ricavare ’equazione parametrica e da questa ricavare 1’equazione
cartesiana. Poiche OA = (—2,0,3) e OB = (-3, 1, 3), otteniamo le equazioni di m4:
T =—2t—3s
T4 SY=S8 = 3r+3y+22=0
z=3t+3s
c¢) Determiniamo la retta s per l'origine ortogonale a 71, cioe di direzione (0,0, 1):
z=0
s: y=20
z2=1

La proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7 € quindi l'intersezione di s con y:

z=0
0 z=0
4 =4qy=0

z=1
z=3

z2=3

Infine la proiezione cercata ¢ il punto P(0,0,3).

Esercizio 2.19. Si considerino i piani 71,7, 73 di equazioni
m : 3rx+3y—z=-9
e x+y+2=0
m r+y+z=1
e la retta r = m N ms.

a) Si stabilisca se il piano w3 contiene r.
b) Si trovi un’equazione cartesiana del piano w4 passante per 'origine e contenente r.
c¢) Si caleoli la proiezione ortogonale dell’origine sul piano .

SOLUZIONE:
Calcoliamo un’equazione parametrica di r = my N wa:

3z +3 9 r=t
T —z=-
y = r:qy=—-t—2
r+y+2=0
z=3

a) Un modo per verificare se 73 contiene r ¢ di controllare se w3 contiene due qualsiasi punti di r.
Dall’equazione parametrica di r, assegnando per esempio i valori t = 0 e t = 1 otteniamo i punti
A(0,—2,3) e B(1,-3,3) di r. Quindi 73 contiene A e B se:

0+(-2)+3=1
1+ (=3)+3=1

Siccome le due condizioni sono verificate A e B, e di conseguenza 7, sono contenuti in 7s.
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b) Un piano 74 contenente r contiene i suoi due punti A e B. Si tratta quindi di trovare l’equazione
del piano per A, B e l'origine. Poiche (ﬁl =(0,-2,3) e O? = (1,-3,3), otteniamo le equazioni

di7’(’42
T =35
My Sy=—-2t—3s = 3x+3y+2z=0
z=3t+3s

c¢) Determiniamo la retta s per l'origine ortogonale a 71, cioe di direzione (3,3, —1):

T =3t
st qy=3t
z=—1

La proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7 € quindi l'intersezione di s con y:

y=3t y =3t Y= 3t r=-2I
= = = y:_%

z=~—t z=—t 2= —t .
==

3z +3y—2z=-9 9 +9t+t=—9 -2 19

Infine la proiezione cercata & il punto P (—%, —%, 19—9).

Esercizio 2.20. Si considerino la retta r di equazione

r=2+t
rosy=-3-2t
z=1

e la famiglia di piani m : 2x + ky — z = 1 dove k € un parametro reale.

a) Si determini per quali k il piano m risulta parallelo a 7.
b) Per il valore di k trovato al punto precedente calcolare la distanza tra m e .

SOLUZIONE:

a) Un metodo consiste nel mettere a sistema retta e piano e stabilire per quali k il sistema non
ammette soluzione:

y=-3—-2t N y=-3—-2t
z=1 z=1
2e+ky—2z=1 (2 —2k)t =3k —2

Il sistema ¢ impossibile, e quindi 7 e 7 sono paralleli, se k = 1.
Un altro metodo consiste nell’imporre Portogonalita tra il vettore direzione di r, (1,—2,0) e

il vettore normale al piano, (2,k, —1):
((1,-2,0),(2,k,—1)) =2-2k =0 < k=1

b) Consideriamo un punto di r, per esempio il punto A(2,—3,1), e sia s la retta passante per A e
perpendicolare a 7. Poiche la direzione ortogonale a 7 & (2,1, —1), 'equazione parametrica di s

e
r=2+2
s y=—-3+t
z=1—1
Il punto B = s N« e dato da:
r=2+2t T =2+2t =4
=-3+1 =-3+1 - _17
Z:l—t - Z:l—t - 2_26
2t+y—z=1 A+4t-3+t—1+t=1 t=g%

).

=

Quindi B=sNm = (%4, ,%’
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Infine

iy =aa = (2) o (1) (1) =8

In alternativa si puo usare la formula della distanza punto-piano, considerando un qualsiasi
punto di r, per esempio (2, —3,1) e ’equazione del piano 7: 2z +y—2—1=0:
2-24+1-(=3)+1-1-1] 1
d(m,r) =d(m, (2,-3,1)) = = —
(m,7) = d(m, (2,-3,1) = %

Esercizio 2.21. Nel piano, si considerino le rette r1,r9,73 di equazioni
r=1-2t
ry o ro t x—2y+1=0, rg : 2e+y—2=0.
y =2
a) Si trovi un’equazione cartesiana della retta r parallela a r1 e passante per il punto A =1y Nrs.
b) Si trovi un’equazione cartesiana della retta s perpendicolare a r1 e passante per A.
c¢) Si caleoli Uangolo tra le rette r1 e ro e tra le rette ro e 3.

SOLUZIONE:

a) Determiniamo A = r3 N3 risolvendo il sistema

-2 1= 4
x— 2y + 0 = 4 (3’ >
20 +y—2=0. 55
La retta r ¢ quindi la retta per A di direzione parallela al vettore (—2,2):
3
=2 -2t 7
re 3" s sz+y——==0
Yy=7s + 2t 5
In alternativa potevamo ricavare I’equazione cartesiana di r1:
=1-2t
T . = 24+y—1=0= y=—-x+1
y =2

Di conseguenza ’equazione cartesiana di r e:

I P 2 N
L L

b) Utilizzando 1’equazione parametrica di s, una direzione perpendicolare a quella di 71 & data dal
vettore (2,2), quindi:

=349 1
s: 4" i+ = z-y+-=0

Utilizzando in alternativa l’equazione cartesiana di r1, la retta s ha coefficiente angolare
opposto del reciproco del coefficiente angolare di 71, quindi 1:

1 3) +1og
st y—-—=lx—= T — - =
Y75 5 YTy

¢) Ricaviamo le equazioni parametriche delle tre rette per avere dei vettori direzione. Sappiamo gia
che 7 ¢ parallela a v1 = (—2,2), inoltre

rx=—-14+2t =1
T2t r3:
y=t y=2-—2t
Quindi ro & parallela a v2(2,1) e r3 & parallela a v3(1,—2). Infine
( ) —4+2 -2 1 L9 ( 1
cos(v1v2) = = =— = arccos | ———
PETRVE 2/10 V10 10

Notiamo che i vettori vs e v3 sono ortogonali, quindi ’angolo tra 5 e r3 €

ISTE I N
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Esercizio 2.22. Verificare che i quattro punti
Pl:(1’231)7 PQ:(2a150)7 P3:(7170771)7 P4:(07O771)

sono complanari e determinare un’equazione cartesiana del piano che li contiene.

SOLUZIONE:

Sia ax + by + cz + d = 0 la generica equazione cartesiana di un piano. Determiniamo il piano 7 passante
per P», P3 e Py utilizzando la condizione di passaggio per un punto. Si ottiene quindi il sistema:

2a+b+d=0 b=—-2a—-d
—a—c+d=0 =dJa=-c+d
—c+d=0 c=d

Ricordando inoltre che ’equazione cartesiana & determinata a meno di un multiplo, possiamo porre
arbitrariamente d = 1, ottenendo:

a=0
b=-1
= 7: —y+2+1=0
c=1
d=1

A questo punto per stabilire se i quattro punti sono complanari ¢ sufficiente verificare che P; passa per m,
ovvero che ne soddisfa 'equazione: —2+1+41=0.

Notiamo che abbiamo inizialmente scelto P, P3, P, solo perché il sistema risultante era piu semplice.
Era pero del tutto equivalente scegliere un’altra terna di punti e verificare poi il passaggio per il quarto
punto.

O

Esercizio 2.23. Siano m il piano di equazioni parametriche:
r=1+u+v, y=2+u—v, z=3+u, u,v € R

e my il ptano di equazione cartesiana x —y+z+1=0.

a) Si scriva l'equazione cartesiana di m.

b) Si scrivano le equazioni parametriche della retta r = 71 N ma.

¢) Detta s la retta di equazioni parametriche: x =1+t, y=2—1t, z = 3+ 2t, si verifichi cher e s
sono sghembe.

SOLUZIONE:

a) Per trovare 'equazione cartesiana di my:

r=14+u+v r=14u+4+v
y=24+u—v =yzx+y=3+2u = m: T+y-—2z=-3.
z=3+u uz — 3

c¢) Risolviamo il sistema:

r=Ss

r—y+z=-1 r—y+z=-1

= = N :5 3 VSGR

{x+y—2z:—3 H+I{2x—z=—4 Ty ot
z=4+2s

c) r ¢ parallela a (1,3,2), mentre s & parallela a (1, —1,2), quindi le due rette non sono parallele.
Per stabilire se sono secanti o sghembe risolviamo il sistema

1+t=s 1+t=s l1+t=s
2—1t=5+43s =2—-t=54+3+3t = ¢4t =-6
34+2t=4+2s 3+2=4+2+2t 3=6

Poiché I'ultima equazione ¢ impossibile il sistema non ha soluzione e le rette sono sghembe.
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Esercizio 2.24. Siano r e s le rette di equazioni:

r=1+4+2t 3 9y — —9
riQy =23t vt e R, s:{x Qy_
z =
z=1

a) Si determini l'equazione cartesiana del piano 7y contenente r e s.
b) Si determini l'equazione cartesiana del piano wo perpendicolare a r e s e passante per il punto
C(0,1,1).

SOLUZIONE:

a) L’equazione parametrica di s &

_ 2,2
=-24+2%
s:qy=t vVt e R,
z =2
quindi r e s hanno entrambe direzione (2,3,0) e sono parallele, quindi complanari. Per deter-
minare un’altra direzione di 7 consideriamo due qualsiasi punti di r e s e la direzione da essi
individuata:

P
A(1,0,1) e, 3(3,0,2) €s = AB= (2,0,1) = (-5,0,3)

71 € quindi il piano di direzioni (2, 3,0) e (—5,0, 3) e passante per A:

x=1-—>5t+2s
TSy =3s Vs,teR, = 3xr—2y+52=28
z=1+4+3t

In alternativa potevamo osservare dall’inizio che r e s sono parallele in quanto dal testo ¢
chiaro che non sono sghembe e nelle rispettive equazioni contengono rispettivamente le equazioni
z =1e z =2 in contraddizione. Di conseguenza il sistema M s non puo avere soluzione e le rette
sono parallele. Per determinare direttamente 1’equazione cartesiana si puo inoltre determinare tre
qualsiasi punti, due su una retta e uno sull’altra e imporre al generico piano ax + by + cz = d il
pasaggio per i tre punti. Ponendo per esempio t = 0 e t = 1 nell’equazione di r troviamo i punti
A((1,0,1) e r e C(3,3,1) € r. Dall’equazione di s ponendo per esempio x = 0 troviamo il punto
D(0,1,2). Imponendo ora il passaggio per i tre punti otteniamo

at+c=d a=—c+d

3a+3b+c=d ={3(-c+d)+3(-2c+d)+c=d =
b+2c=d b=—-2c+d

a=—c+d a=—c+d
3(—c+d)+3(—2c+d)+c=d =< -8+5d=0
b=—-2c+d b=—-2c+d

Ponendo per esempio d = 8 otteniamo

a=3
¢=9 = m: 3xr—2y+5z=2_8
b=-2
d=38

b) Il piano o cercato & ortogonale a r e s, quindi ha direzione ortogonale a (2,3,0) (il vettore
direzione di r e s) e equazione del tipo 2z + 3y = d. Imponendo il passaggio per C otteniamo

my: 2043y =3

Esercizio 2.25. Si considerino i ter piani di equazioni
m: rx+y+z=0, me: x—y—2z+1=0, w3 2r+kz=1

a) Si determini ’equazione del piano per lorigine e perpendicolare alla retta r : wq N ms.
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b) Stabilire la posizione reciproca dei tre piani (paralleli, incidenti in un punto o in una retta ...) al
variare di k in R.

SOLUZIONE:

a) Per determinare r = mp N 7wy mettiamo a sistema i due piani:
r+y+z2=0 T=—-y—2z T=—-y—2z T=—-y—2z
Y N Y N Y N 1?J
r—y—2z=-—1 —y—z—y—z2=-—1 2u+22=1 Yy=35—2
= r=mNmny: Yy =

Quindi 7 = 71 N & una retta di direzione (0, —1,1) e il piano ortogonale cercato, passante per
l’origine, ha equazione —y + z = 0.
b) E’sufficiente stabilire la posizione della retta r trovata al punto precedente rispetto a m3. Notiamo
che una retta e un piano possono essere o incidenti o parallele. Mettiamo a sistema r e 73:
1

rT=—3 x:—% x:—%
_1 _ 1 _1
y=45-—1 L Jy=a2—t L=zt
z=t z2=1 z=t
20+ kz=1 —1+kt=1 kt =2
Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 0, otteniamo la soluzione

= _1

)

_1_ 2 _ k-4

= kT 2k

ISENY
TN o0 pol=

quindi i tre piani sono incidenti nel punto P = (—%, %, %)
— Se k =0, il sistema contiene I’equazione 0 = 2, quindi non ammette soluzione. Di conseguen-
za i tre piani non si intersecano in quanto 73 € parallelo alla retta m; N ms.

In alternativa per risolvere il punto b) potevamo osservare che una retta e un piano se non sono
paralleli sono incidenti. La retta r & parallela al vettore U = (0, —1,1) mentre 73 & ortogonale al
vettore U = (2,0,k). Di conseguenza r e 73 sono paralleli se e solo se U e ¥ sono ortogonali.
Calcolando il prodotto scalare tra i due vettori: @ - ¥ = (W, V) = k, otteniamo che: se k =0 i
vettori sono ortogonali, quindi r e 73 sono paralleli. Se k # 0 la retta e il piano non sono paralleli,
quindi sono incidenti.

O
Esercizio 2.26. Si considerino le rette vy e ro di equazioni:
. 5 r=2-2t
z =
,’,,1 : {y 7’2 M y = t Vt 6 R
r=1
z=1+t

a) Si verifichi che le due rette sono incidenti e se ne determini il punto P di intersezione.
b) Si trovi un’equazione parametrica della retta passante per P e ortogonale a r1 e rs.

SOLUZIONE:

a) Mettiamo a sistema le due rette per determinarne il punto di intersezione:

y+z=2 t+1+t=2 t=1
r=1 2-2t=1 t=1

1 MNry: r=2-2t = <xrx=2-2t =<qxrx=1
y=t y=t y=3

z=14+1 z=1+4+1 z:%

13
Le rette si intersecano nel punto P = <1, 2 2).
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b) Per determinare la direzione ortogonale a r1 e r2 determiniamo la direzione ortogonale al piano
che contiene 1 e ro. In realta ¢ sufficiente determinare un piano parallelo a quello che contiene
r1 e ro, quindi per semplificare i conti determiniamo il piano 7 passante per l'origine parallelo a
r1 e ro. La retta r; ha equazione parametrica

r=1
r1: y=t VteR
z=2—1

quindi r; e 72 sono rispettivamente parallele ai vettori (0,1,—1) e (—2,1,1). Il piano 7 cercato
ha quindi equazioni

xr = —2s
T qy=t+s Vs, t € R = z4+y+2z2=0
z=—t+s

La retta passante per P ortogonale a r; e 7o ha quindi direzione parallela a (1,1,1):

r=1+1¢
T y:%—l—t VteR
z:%—i—t

Esercizio 2.27. Siano assegnati il punto A = (1,2,1) il piano 7 e la retta s di equazioni

r=1+1¢
T x4+ z=4, s: Sy=2
z=0

a) Si determini il punto B, proiezione ortogonale di A su 7 e la retta r passante per A e per B.

b) Indicato con C il punto di intersezione tra s e r e con D il punto di intersezione tra s e m, si
determini un’equazione della retta C'D.

c) Si determini l’angolo tra r e la retta CD.

SOLUZIONE:

a) Per trovare B determiniamo 'equazione della retta r passante per A e ortogonale a 7, cio¢ di
direzione (1,0, 1):

r=1+s
r:Qy=2
z=1+s

Il punto B e dato dall’intersezione tra r e 7:

r=1+s r=1+s s=1

B: Y =Y =7 =~ B=(222)
z=1+s z=1+s y=2
r+z=4 1+s+1+s=4 z=

Notiamo che la retta passante per A e B richiesta ¢ la retta r precedentemente trovata.
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b) Calcoliamo le intersezioni:

r=14+s r=1+s
_9 _9 s=-1
y_1+ y_1+ =
z = S z = S
C=rns: = =¢x=0 = (C=(0,2,0)
r=1+1¢ 1+s=1+1¢ B
y =2 2—9 v
r=1+t r=1+1¢ t=3
D=snr: ¢ =Y = {7 = D=(4,2,0)
z=0 z=0 Yy =2
r+z=4 1+t=4 z=0

11 vettore CD & (4,0,0), quindi un’equazione della retta CD é:

T =4t
repi Y =2 VteR
z=0

41

c) La retta r & parallela al vettore u = (1,0,1) e la retta C'D & parallela al vettore v = (4,0,0).

Indicato con ¢ I'angolo tra le due rette si ottiene:

cos(¥) = (wo) 4 = V2 = 1) = arccos (?) =T — e

Sl el v2e4 2

Esercizio 2.28. Nello spazio, si considerino le rette r,ry di equazioni

=3t
N r+y—2=0
r o y:2—t T2 I 3 0
z+y—3=

a) Determinare la loro posizione reciproca.

b) Determinare un’equazione cartesiana del piano w contenente le due rette.
c) Determinare un’equazione parametrica della retta passante per P = (—2,5,1) e perpendicolare

alle rette r1 e ry.

SOLUZIONE:

a) Mettiamo a sistema r; e ro per calcolarne I’eventuale intersezione:

=3t =3t z=0
y=2—1 y=2—-1 y=2
z=1+t =>qz=14+t =< z=1
3t+2—-t—2=0 t=0 t=0
1+t4+2—-t—-3=0 0=0 0=0

Il sistema ¢ compatibile e le rette si intersecano nel punto A(0,2,1).
b) Un’equazione cartesiana di r1 &

r+3y—6=0
y+z—-3=0

Confrontando le equazioni cartesiane delle due rette si vede che il piano y + z — 3 = 0 le contiene

entrambe.
In alternativa si poteva ricavare ’equazione parametrica di rs:
r=2—t
ro iqy=t
z=3—1
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Il piano cercato passa per A = r; N9 e ha direzioni parallele ai vettori giacitura delle due rette:

r=3t—s
y=2—-t+s = y+z2—-3=0
z=1+t—s

¢) Una retta ortogonale a r; e ro & ortogonale al piano trovato al punto precedente che le contiene

entrambe, quindi ha direzione (0, 1,1):

T =2
r: Qy=5+t
z=1+1

Esercizio 2.29. Nello spazio, si considerino i piani w1, 7o di equazioni
m 3rx—y+2=0, me 2x4+y =0.

a) Scrivere equazioni parametriche della retta v intersezione di w1 e ms.

b) Determinare un’equazione cartesiana del piano ortogonale ai due piani assegnati e passante per

il punto P = (2,1,0).
¢) Trovare la proiezione ortogonale del punto P sulla retta r.

SOLUZIONE:

a) Mettiamo a sistema 7, e 7o per calcolarne 'intersezione:

T =1
3z — =0
Tyt = r:qy=-—2¢ VteR
20 +y = 0.
z = —5ot

b) Un piano ortogonale ai due piani assegnati & anche ortogonale alla retta r intersezione di 7 e g,

quindi ha equazione cartesiana del tipo
xr—2y—5z=d
Imponendo il passaggio per P otteniamo d = 0, quindi il piano cercato ¢

r—2y—52=0

¢) La proiezione ortogonale di un punto P su una retta r ¢ data dall’intersezione tra r e il piano
per P ortogonale a r. In questo caso sappiamo gia che il piano per P ortogonale a r ¢ il piano

x — 2y — 5z = 0, quindi si tratta di trovare l'intersezione tra tale piano e r:

r—2y—52=0 t+4t+ 25t =0 t=0
= =

y = —2t y=—2t y=20

z = —5ot z = —0ot z=0

Infine la proiezione cercata & 'origina O = (0,0, 0).

O

Esercizio 2.30. Siano r la retta passante per i punti A = (1,0,2) e B = (—1,1,1) e s la retta di

equazioni parametriche

r=142t
st dy=1—1 ViteR
z=1+1t

a) Si determini un’equazione cartesiana del piano perpendicolare a r e passante per il punto Q di

intersezione tra l’asse delle y e il piano contenente r e s.

b) Si trovino equazioni cartesiane e parametriche della retta perpendicolare ad r e s e passante per

il punto P = (1,3,1).
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SOLUZIONE:

Notiamo che la retta r ha equazione parametrica

r=1-2t
r:qy=t Vte R
z2=2—1

e si tratta di una retta parallela ad s.

a) Si tratta di
— Trovare il piano 7 passante per r e s,
— determinare il punto @) intersecando ’asse delle y con il piano 7 trovato,
— determinare un’equazione del piano ortogonale a r e passante per Q.
Poiché r e s sono parallele sono complanari, ma per trovare il piano che le contiene dobbiamo
procurarci un’altra direzione. Sia per esempio C' = (1,1,1) un punto di s, allora Cﬁ =(2,0,0) e
il piano 7 contenente r e s ha equazioni parametrica e cartesiana date da

r=1+2t+2s
TSy =—t Vt,s € R T o Yy+z2=2
z=2+t

L’asse delle y ha equazione x = z = 0, quindi il punto @ ¢ dato da

y+z=2
Q: sx=0 = Q =1(0,2,0)
z=0

Infine il piano cercato ha direzione ortogonale a r, quindi al vettore (2, —1,1) e passa per
Q = (0,2,0), quindi

/

T 2r—y+z=-2

b) Una retta perpendicolare ad r e s & perpendicolare al piano 7 trovato al punto precedente che
le contiene. Di conseguenza la retta cercata puo essere parallela al vettore (0,1, 1). Equazioni di
tale retta sono quindi:

z=1 1
xr =
y=3+1 Vit eR {
z=1+1
([l
Esercizio 2.31. Dati i punti i O(0,0), A(2,1), B(1,3), determinare lisometria f(x,y) = (2',y")

tale che f(O) = O, f(A) = A', f(B) = B’ nei sequenti casi. Stabilire in particolare se si tratta di una
traslazione, rotazione, riflessione e glissoriflessione trovando gli eventuali punti fissi.

onfa () ()

b) O = (L, (5—2\f 1442

B 4-6v2 3+2V2
3 N 3 7 3 '

¢) 0" = (0, > B’:(g, 153)
9 0= (=2 (5 5)’B:<§’ _§>'

SOLUZIONE:

\»—lCﬂ\l\J

a) Dal testo sappiamo gia che si tratta di un’isometria. Rappresentando i punti si vede che sia
langolo 0AB che I'angolo 0’ A’B’ sono antiorari, quindi si tratta di una trasformazione diretta:
una rotazione o una traslazione. Dobbiamo cercare una trasformazione del tipo

' =cr—sy+a
Yy =sr+cy+b
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Imponendo le sei condizioni f(O) = O, f(A) = A', f(B) = B’ otteniamo il sistema

—-3=a a=—3 a= -3
1_ 1 1
7= b=3 b=3
—1=2c—s+a s=2c—2 s=0

3 =9s+c+b = 3 —4c—4+4c+1L = c=1

2 = 2 = 2 =
—2=c—3s+a —2=c—3s+ -3 —2=-2
%:s+3c+b ;:s+3c+% %:%

Notiamo che per risolvere il sistema abbiamo usato solamente le prime quattro equazioni, mentre
abbiamo usato le ultime due per verificare la soluzione. Si tratta della trasformazione

1
f(z,y) = (x—?), y+ 2)
che ¢ una traslazione e non ha punti fissi. La mancanza di punti fissi si pud anche verificare
direttamente impostando il sistema

r=x—3
f(@,y) = (z,y) = 1
y=y+ B
che non ha soluzione.
b) Dal testo sappiamo gia che si tratta di un’isometria. Rappresentando i punti si vede che sia

langolo 0AB che I’'angolo 0’ A’ B’ sono antiorari, quindi si tratta di una trasformazione diretta:
una rotazione o una traslazione. Dobbiamo cercare una trasformazione del tipo

¥ =cxr—sy+a
Yy =sx+cy+b
Imponendo le sei condizioni f(O) = 0’, f(A)=A’, f(B)= B’ otteniamo il sistema

l=a a=1 a=1

0=0 b=0 b=0
5*?37‘&:20—54—@ #:—48—%#—3—1—1 sz%
#z%—&—c—i—b - c:—2s—|—%\/5 c:%

46V2 — ¢ _354a 1-0V2 — ¢~ 35+ 1 2 221
%254—304-1) 3*?,)7‘/525—#30 3*%‘/5:%4—1

Notiamo che per risolvere il sistema abbiamo usato solamente le prime quattro equazioni, mentre
abbiamo usato le ultime due per verificare la soluzione. Si tratta della trasformazione

1 22 2V/2 1)
y a4 sy

che & una rotazione. Possiamo quindi trovare il punto fisso (centro di rotazione) impostando il
sistema

1 22
r=gr——y+1 {2m+2\/§y:3 {x
= =
y

flz,y) = (z,y) = y:gﬁm ) 3
3

M‘%w\»—-
[V}

!
Sy

1 2
Quindi il centro di rotazione ¢ il punto fisso P (27 {)

c¢) Dal testo sappiamo gia che si tratta di un’isometria. Rappresentando i punti si vede che I’angolo
0AB ¢ antiorario mentre ’angolo 0’ A’ B’ ¢ orario, quindi si tratta di una trasformazione inversa:
una riflessione o una glissoriflessione. Dobbiamo cercare una trasformazione del tipo

2 =cr+sy+ta
Yy =sr—cy+b

Notiamo che poiché O = O, il punto O ¢ fisso, quindi si tratta di una riflessione in quanto le
glissoriflessioni non hanno punti fissi.
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Imponendo le sei condizioni f(O) = O, f(A)=A4', f(B) = B’ otteniamo il sistema

0=a a=0 a=20
%=c+38—|—a c:%—33 CZ—%

=
13 — 13 _ 5 27 _ — 4
= =s—3ctb = =s—% —9s s=z
—%ch—i—s—}—a —%:20—1—5 —%z—g—f—%
15—1:28—c+b ?1:25—0 %:%4_%

Notiamo che per risolvere il sistema abbiamo usato solamente le prime quattro equazioni, mentre
abbiamo usato le ultime due per verificare la soluzione. Si tratta della trasformazione

flz,y) = —§m+é é:z:+§
Y) = 5 5% 5 5?J

che & una riflessione. Possiamo quindi trovare la retta di punti fissi (asse di simmetria) impostando
il sistema

3 4
T=—:2x+ Y 8r —4y =0
f(z,y) = (z,y) = L2 = =y=2
y=:T+ 3y dr —2y =0
Quindi tutti i punti della retta y = 2z sono punti fissi e y = 2z € I'asse di simmetria.

d) Dal testo sappiamo gia che si tratta di un’isometria. Rappresentando i punti si vede che ’angolo
0AB ¢ antiorario mentre angolo 0’ A’ B’ ¢ orario, quindi si tratta di una trasformazione inversa:
una riflessione o una glissoriflessione. Si tratta quindi di cercare una trasformazione del tipo

' =cr+sy+a
Yy =sx—cy+b

Imponendo le sei condizioni f(O) = 0’, f(A) = A, f(B)= B’ otteniamo il sistema

—2=a a =

2 a=—2
1=5b b=1 b=1
S=c+3s+a =135 c=1%
—3=s5-3c+b —t=5-24095+1 s=2
1=2+s+a L=2+s-2 P=8+8-2
%:2s—c+b %:23—0—1—1 % g_%+1

Notiamo che per risolvere il sistema abbiamo usato solamente le prime quattro equazioni, mentre
abbiamo usato le ultime due per verificare la soluzione. Si tratta della trasformazione

4 3 3 4
f(z,y) <5x+5y ) FTEYE )

che ¢ una glissoriflessione. Infatti impostando il sistema

4 3
r=zr+3y—2 z =3y —10
ey =@y = 9 5 5 T You—on_
Y=3(T— 3y + 9y =9y — 25

non otteniamo soluzioni.

O

Esercizio 2.32. Si considerino i punti del piano A = (0,0), B = (2t,0), C =(0,1) e A’ = (2,2), B' =
(2+v3.3), ¢’ = (3.2+ %),

a) Per quali valori di t esiste un’isometria diretta che trasforma i punti A, B, C nei punti A’, B, C’
rispettivamente?

b) Per i valori di t determinati al punto precedente, trovare le equazioni dell’isometria.
c) Stabilire se l'isometria f in b) ha dei punti fissi, cioé tali che f(P) = P.

SOLUZIONE:
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a) Un’isometria conserva le distanze, quindi:
|AB| = |A'B'| = [2t|=2 = t=+1
[AC| = |A'C"| = 1=1
IBC|=|B'C'| = Va2 +1=V5 = t ==+l

Di conseguenza perché esista un’isometria deve essere ¢ = £1. Inoltre rappresentando i punti si
vede che l'isometria ¢ diretta per ¢ > 0, quindi esiste un’isometria diretta che trasforma i punti
A, B, C nei punti A’, B’, C’ rispettivamente, per ¢t = 1.

In alternativa per rispondere alla domanda a) si poteva impostare il sistema relativo alla
generica isometria diretta:

b) Sia
¥ =cxr—sy+a
Yy =sx+cy+b

la generica isometria diretta. Imponendo le condizioni f(A) = A’ e f(C) = C’ (con t = 1)
otteniamo il sistema

2=aqa a=2
2=0b b=
%:—s—i—a - 5:%
2+§:c+b c:§
Quindi 'isometria f cercata e
x’z?m—%y—}—?

1 3

Notiamo che si tratta di una rotazione antioraria pari ad un angolo di 30°.
¢) Imponendo al generico punto P(z,y) la condizione P’ = f(P) = P otteniamo il sistema

)
xz@zf%y+2 N 2-V3)zr+y=4 N y=4—(2—V3)x
yz%x—&—?y—l—Q 2+ (2-V3)y=4 —z+42—-V3)—(2—-V3)2r =4
r=-1-+3
y=3+3
Infine il punto fisso dell’isometria (centro di rotazione) & P(—1 — /3,3 ++/3).

=



CAPITOLO 3
Gruppi, spazi e sottospazi vettoriali

Esercizio 3.1. Dimostrare che l’insieme
a O
G—{[O b] | a,b € R, a,b#O}

forma un gruppo rispetto al prodotto tra matrici.

Esercizio 3.2. Sia R[z] insieme dei polinomi a coefficienti in R.

e Verificare che Rlx] é un gruppo rispetto alla somma di polinomi.
o Verificare che R[x] non € un gruppo rispetto al prodotto di polinoms.

Esercizio 3.3. L’insieme
S = {v = (x1,29,23) € R3 | 21+ 29+ a3 = O}
¢ un sottospazio di R®*? Perché?
Esercizio 3.4. Ripetere lesercizio precedente con l'insieme
S = {v = (z1,22,23) € R3 | 1 +20+23= 1}
Esercizio 3.5. Verificare che linsieme delle matrici 2 X 2 a coefficienti in R é uno spazio vettoriale.
Esercizio 3.6. Verificare che l'insieme R, [x] é un sottospazio dello spazio vettoriale R[z].
Esercizio 3.7. Sia S linsieme delle matrici 3 x 3 triangolari superiori:

aij;p a2 ais
S = 0 a22 Q923 | CLZ‘jGR, i,j:1,2,3
0 0 ass

Verificare che S & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici 3 x 3.
Esercizio 3.8. Sia G l'insieme di polinoms
G= {aa:2 +a | a € Z intero relativo }

a) Mostrare che G é un gruppo rispetto alla somma di polinomi.
b) Dire se G ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio Rlx], motivando la risposta.

Esercizio 3.9. Si consideri il sequente insieme

a b
I—{{O c} |a,b,c€R}

a) Si werifichi che I & chiuso rispetto al prodotto e alla somma di matrici, ovvero che presi due
elementi di I anche il loro prodotto e la loro somma sono elementi di 1.

b) L’insieme I forma un gruppo rispetto alla somma di matrici?

¢) Verificare che I non forma un gruppo rispetto al prodotto tra matrici.

d) L’insieme
a b
J:{{O c} |a,b,c€N}

forma un gruppo rispetto alla somma di matrici?

47
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1. Suggerimenti

e Gruppo. Un insieme G forma un gruppo rispetto a una sua operazione o se
(1) L’operazione gode della proprieta associativa,
(2) G & chiuso rispetto a o, ovvero

xoy € G Vz,y € G,
(3) Esiste I’elemento neutro e, tale che:
roe=eor=2x Ve € G,
(4) Esiste I'inverso (o opposto) di ogni elemento:
Ve € G, 3z € G te xzoxl=e.
In notazione additiva:
Ve e G,3 —z € G tc. xo(—z)=e

e Spazio vettoriale. Uno spazio vettoriale V' ¢ un insieme dotato di due operazioni: la somma
interna e il prodotto per scalari, e che gode delle seguenti proprieta:
(1) V & gruppo commutativo rispetto alla somma, quindi
— V é chiuso rispetto alla somma.
— L’elemento neutro 0 appartiene a V.
— Esiste 'opposto —v di ogni elemento v € V.
— La somma é commutativa.
(2) 1l prodotto per scalari gode delle seguenti proprieta:
— (k1 + k2)u = k1u + kou qualsiasi k; € R e qualsiasi u € V|
— k(u+v) = ku + kv qualsiasi k& € R e qualsiasi u,v € V,
— (k1ko)v = k1 (kov) qualsiasi k; € R e qualsiasi u € V
— lu = u qualsiasi u € V.
e Sottospazio vettoriale. Un sottinsieme S di uno spazio vettoriale V' & un sottospazio vettoriale
se in S valgono le seguenti proprieta
(1) Se u,v € S, allorau+wv € S.
(2) Seue SeleR,allora \ue S.
Notiamo che S é un spazio vettoriale e le proprietd precedenti, unite a quelle ereditate da V,
implicano tutte le proprietd di spazio vettoriale. In particolare S contiene lo 0 e 'opposto di ogni
suo elemento.

2. Soluzioni

Esercizio 3.1. Dimostrare che l’insieme

G—{[g 2] | a,b € R, a,b#O}

forma un gruppo rispetto al prodotto tra matrici.

SOLUZIONE:
Consideriamo il nostro insieme G e verifichiamo che gode delle proprietd di gruppo:

(1) Il prodotto tra elementi di G gode della proprieta associativa perche in generale il prodotto tra
matrici e associativo.

(2) Per dimostrare la chiusura consideriamo due generici elementi A; e Ay di G e verifichiamo che il
loro prodotto & ancora un elemento di G:

ar 0| Jaz 0| _ |aiaz O
O bl 0 bg B 0 b1b2

Notiamo che, essendo a; # 0 e b; # 0, anche ajas # 0 e biby # 0. Di conseguenza A1 A, € G.
(3) L’elemento
1 0
r=|p 1]

che € in generale elemento neutro per il prodotto tra matrici, appartiene a G.
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(4) Verifichiamo che qualsiasi sia 'elemento A di G esiste il suo inverso in G. Come suggerisce il
punto 2, verifichiamo che

d L[ -

Inoltre, poiche a,b # 0 ha senso definire 1

a
1
;

, %. Infine I’elemento

|

= O

appartiene a G.

Esercizio 3.2. Sia R[z] l'insieme dei polinomi (in una variabile) a coefficienti in R

o Verificare che R[x] é un gruppo rispetto alla somma di polinomi.
o Verificare che Rlx] non & un gruppo rispetto al prodotto di polinomi.

SOLUZIONE:

o Consideriamo l'insieme R[z] con la somma.

1) La somma di polinomi ode della proprieté associativa.
g
2) La somma di due polinomi & ancora un polinomio.
P P

(3) Esiste l'elemento 0 € R[z], ciog il polinomio con tutti coeficienti nulli, tale che:
p(z) +0 = 0+ p(x) = p(a) v p(z) € Rl
(4) Qualsiasi sia
p(x) =ap+az+---+a,x” € Rlz]

esiste 'elemento

q(z) = —ao + (=ar)z + - + (—an)a" € Rlz]
tale che p(z) +¢(z) =0

e Consideriamo 'insieme R[] con il prodotto. E’ sufficiente dimostrare che non verifica una delle
proprieta dei gruppi. Notiamo che ’elemento neutro rispetto al prodotto & p(z) = 1, e che , per
esempio, l’elemento f(z) = z non ammette inverso. Infatti, non esiste p(z) € Rlz] tale che

z-plx)=1

Esercizio 3.3. L’insieme

S ={v=(z1,22,23) € R | 2y 429423 = 0}
¢ un sottospazio di R*? Perché?

SOLUZIONE:

Verifichiamo le due proprieta dei sottospazi per il nostro insieme S

(1) Presi u = (z1,22,23), v = (y1,Y2,¥3) € S abbiamo che

u+v=(z1+y1, T2+ Y2, T3+ y3)

(1+y1) + (@2 +y2) + (@3 +ys) = (x1 + 22+ 23) + (Y1 Y2 +y3) =0
Quindi u+v € S.
(2) Qualsiasi sia v = (z1,22,23) € S e A € R abbiamo che

Au = (Ax1, Az, Ax3)

AL + AT + A\x3 = >\($1 + 2o + 333) =0
Quindi A\u € S.

Abbiamo cosi dimostrato che S & sottospazio di R®.
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Esercizio 3.4. Ripetere lesercizio precedente con l'insieme

S = {’U: (Il,l’g,l’g) €R3 | 1+ To + X3 :1}

SOLUZIONE:
In questo caso S non & sottospazio di R? infatti non gode di nessuna delle due proprieta necessarie. Per
esempio non e chiuso rispetto alla somma:
(1,0,0), (0,1,0) €S, ma (1,0,0)+ (0,1,0) €S
Notiamo che per dimostrare che una proprieta non & vera basta fornire un controesempio.

O

Esercizio 3.5. Verificare che linsieme delle matrici 2 X 2 a coefficienti in R é uno spazio vettoriale.

SOLUZIONE:
Verifichiamo le operazioni di spazio vettoriale per 'insieme V:

(1) Verifichiamo che May2 € un gruppo commutativo rispetto alla somma:
e La somma di matrici gode della proprieta associativa.
e La somma di due matrici 2 X 2 € ancora una matrice 2 X 2.

e [’elemento
0 0
o=[o

¢ tale che M + O = O + M = M per ogni matrice M 2 x 2.
e Qualsiasi sia la matrice

esiste la matrice
B = —aix; —ai2
—a21 —a22
taleche A+ B=B+A=0.
e La somma di matrici ¢ commutativa:

A+ B— {a11+b11 a1z + bio

=B+ A
az + b1 az +b2} +

(2) Il prodotto per elementi di R & tale che
o (k1 +ko)M = k1M + koM qualsiasi k; € R e qualsiasi sia la matrice M,
o k(M + Msy) = kM, + kM qualsiasi & € R e qualsiasi siano le matrici M,
o (k1ko)M = k1(koM) qualsiasi k; € R e qualsiasi sia la matrice M,
e 1M = M qualsiasi sia la matrice M.

Notiamo che la verifica formale di tutte le proprieta & molto semplice, ma lunga. Notiamo anche come
le domande Verificare che l'insieme S € uno spazio vettoriale e Verificare che l'insieme S é un sottospazio
vettoriale dello spazio V appaiono simili, ma implicano una quantita di controlli notevolmente differenti.
Nel secondo caso possiamo infatti sfruttare tutte le proprieta di V' che continuano ovviamente a valere in
S.

|

Esercizio 3.6. Verificare che Uinsieme Ry, [z] & un sottospazio dello spazio vettoriale R|z].

SOLUZIONE:

Verifichiamo le due proprieta richieste ai sotospazi:
(1) Siano f(x), g(x) due elementi di R, [z]:

f(x):ao+a1x+a2x2+~-+ana¢”, a; €R
g(x) = by + b1z +boa’® + -+ bz, b ER
Di conseguenza

f(@) +g(x) = (a0 +bo) + (a1 + b))z + -+ + (an + bp)2",  ab; €R
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e f(z) +g(z) € Ry[a].
(2) Sia f(z) € Ry[z] e A € R, allora

AM(z) = Aag + Aarz + Aasz?® + -+ + Aapz", Aa; € R
Quindi Af(z) € Ry [z].

|
Esercizio 3.7. Sia S l'insieme delle matrici 3 x 3 triangolari superiori:
ai; Q2 a3
S = 0 22 A23 | aijER, 1, =1,2,3
0 0 ass
Verificare che S & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici 3 x 3.
SOLUZIONE:
(1) Siano A, B € S, allora
_a11 a1z Q13 bii bz b3
A+B=|0 a2 asx|+ |0 by b
L 0 0 ass 0 0 b33
[a11 + b1 a2+ b1z a1z +bis
= 0 a2 + b a3 +baz| € S
. 0 0 as3 + b33
(2) Qualsiasisia A € Sek € R:
kai1  kaiz kags
kA = 0 kags kaos| € S
0 0 kJCL33
Quindi S ¢ sottospazio di Mzy3.
|

Esercizio 3.8. Sia G l’insieme di polinomi
G = {az® +a | a € Z intero relativo }
a) Mostrare che G ¢ un gruppo rispetto alla somma di polinomi.
b) Dire se G ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio Rlz|, motivando la risposta.
SOLUZIONE:

a) Un insieme G é un gruppo rispetto a una operazione + se:

(1) L’operazione ¢ interna, ovvero G ¢ chiuso rispetto a +. In questo caso presi due elementi di
G:

p1(z) = az? + a, p2(x) = ba® + b, con a,beZ
allora anche la loro somma p; (z) + p2(x) appappartiene a G. Infatti
p1(z) +po(z) = (a+b)a? + (a+b) = ca® + ¢
dove c=a+beZ.
(2) L’operazione gode della proprieta associativa. Infatti la somma di polinomi gode in generale

della proprieta associativa, quindi anche la somma di elementi di G & associativa.
(3) Esiste elemento neutro 0 appartenente a G. Infatti 0 = 022 +0 € G e

Ot+ar’+a=ar’+a+0=az’+a

(4) Esiste 'opposto di ogni elemento. Infatti dato az?®+a € G esiste I'elemento —az?+(—a) € G
tale che

(az® +a) + (—az® + (—a)) = (—a+ (—a)z?) + (az® +a) =0

b) L’ insieme G & un sottospazio dello spazio vettoriale R[z] se:
(1) G & chiuso rispetto alla somma. Tale proprieta ¢ gia stata verificata al punto precedente.
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(2) G & chiuso rispetto al prodotto per scalari. Notiamo che il campo degli scalari di R[z] &
R (notiamo anche che Z non & un campo!), quindi G non & chiuso rispetto al prodotto per
scalari. Infatti per esempio 22 +1 € G, % € R, ma

1

1, 5 1
—. 1) = = Z
2(x+) 2:c+2§zG

Di conseguenza G non € un sottospazio vettoriale di R[x]

Esercizio 3.9. Si consideri il sequente insieme

a b
I—{{O c} |a,b,c€R}

a) Si werifichi che I & chiuso rispetto al prodotto e alla somma di matrici, ovvero che presi due
elementi di I anche il loro prodotto e la loro somma sono elementi di I.

b) L’insieme I forma un gruppo rispetto alla somma di matrici?

c) Verificare che I non forma un gruppo rispetto al prodotto tra matrici.

d) L’insieme
a b
J:{{O c} |a,b,c€N}

forma un gruppo rispetto alla somma di matrici?

SOLUZIONE:
a) Siano
_la b oy
=l e-f Y
due generici elementi di 1. Dobbiamo verificare che A + B e AB sono ancora elementi di I:

) r y| _ |la+txz b4y
A+B_[O 0}4—[0 z]_{ 0 c+z} €l

AB — {am ay—|—bz] cr
0 cz

b) I & un gruppo rispetto alla somma, infatti verifica le quattro proprita:
(1) Proprieta associativa. La somma tra matrice gode in generale di tale proprieta, quindi in
particolare ne godono gli elementi di I.

(2) Chiusura. Abbiamo appena dimostrato che I & chiuso rispetto alla somma.
(3) Elemento neutro. La matrice nulla appartiene all’insieme I.
(4) Opposto. Presa una qualsiasi matrice
a b
A= {0 c] el

esiste la matrice
B = [_a _b} el
—C
tale che A+ B = 0.
¢) Le prima tre proprietd di gruppo rispetto al prodotto sono verificate dall’insieme I, quindi il

problema deve venire dall’esistenza dell’inverso. E’ quindi sufficiente dimostrare che esiste almeno
una matrice in I che non ammette inverso. In particolare la matrice nulla

0 0
O—[O O}EI

e qualsiasi sia la matrice A, AO = OA = O. Di conseguenza O non pud ammettere inversa.
d) Anche per 'insieme J non ¢ verificata la proprieta di esistenza dell’opposto. Per esempio I’opposto

della matrice
1 0
A= [0 0} el

i

¢ la matrice
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che perd non appartiene a J (in quanto —1 ¢ N).
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CAPITOLO 4

La riduzione a gradini e i sistemi lineari (senza il concetto di
rango)

Esercizio 4.1. Risolvere il sequente sistema non omogeneo:

2 +4y+ 4z =4
r—z=1
—r+3y+42=3

Esercizio 4.2. Risolvere il sequente sistema omogeneo:

z+2y+w=0
2+ by +4z+4w =0
3x + by — 62 4+ 4w = 0.

Scrivere le soluzioni anche in forma vettoriale.

Esercizio 4.3. Si consideri il sistema di equazionsi lineari:

kx+ky+ k%2 =4
rx+y+kz =k
T+ 2y+ 3z =2k

a) Si dica per quali valori del parametro reale k il sistema é compatibile.
b) Esistono valori di k per i quali il sistema ha infinite soluzioni? In tali casi determinare le soluzions.

Esercizio 4.4. Risolvere il sequente sistema, al variare del parametro reale k:

rz+2w=1
r+y+3z+2w=1

20 +y+ (k+2)z+ 4w =2
r+y+3z+ k2 —k+2w==k

Scrivere le soluzioni anche in forma vettoriale.

Esercizio 4.5. Si risolva il sequente sistema di equazioni lineari:

r+y+ 2z =1
(k+2)z+2y+4z =2
(14+2k)z+3y+2z =1+2k

al variare del parametro reale k.

Esercizio 4.6. Determinare per quali valori del parametro reale t il sistema Ax = b é compatibile
(cioé ammette soluzione). In tali casi determinare esplicitamente le soluzions.

-1 3 0 2
A=11 2 -1 b= |1
0 0 2t+1 )

55
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Esercizio 4.7. Si dica per quali valori di k il sistema di equazioni lineari:
r+y=1
kr+y+z=1—-k (k parametro reale)
y+(1—-kz=1

ammette un’unica soluzione. In tale caso trovare la soluzione.

Esercizio 4.8. Si consideri il sistema di equazionsi lineari:
2%1 — Xy = k
T1 — X9 —x3 =10 (k parametro reale)
r1 — kxo +kxs =k

a) St dica per quali valori di k il sistema é compatibile e quando ha infinite soluzioni.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

Esercizio 4.9. Sia
S:{(x,y,z)éR?’ |z+y+ (E+1)z=k, 2x+y+z:0}

a) Stabilire per quali valori di k Uinsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente esplicitare S.

Esercizio 4.10. Sia
S ={(z,y,2) eR® | z—2y+hkz=k—1, 2 —2y+2=0, —2z+4ky —22=0}

a) Stabilire per quali valori di k linsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente esplicitare S.

Esercizio 4.11. Sia S il sottoinsieme di R®
S = {z€R5 | 1 — 2o + 225 = k, x1+:z:3+k::v4:0}.

a) Per quali valori del parametro reale k l'insieme S & un sottospazio vettoriale di R°?
b) Per i valori determinati al punto a) esplicitare S.

1. Suggerimenti

e A ogni sistema lineare associamo la matrice formata dai coefficienti delle incognite e dei termini
noti. I termini noti vengono separati da un tratteggio.

204+ 2y+42 =4 2 2 4 | 4
r—z=1 =|1 0 -1 | 1
—r+3y+42=0 -13 4 [0

e Utilizzeremo il metodo di Gauss o di Riduzione a gradini. Lo scopo ¢ di ottenere una matrice
in cui sotto il primo termine non nullo di ogni riga si trovano tutti 0. Tale termine ¢ detto pivot.

* Kk x| ox
0 * * *
0 0 | =*

Una volta che la matrice e stata ridotta ritorniamo al sistema, ormai di immediata soluzione.
e Il procedimento consiste nel trasformare il sistema in un sistema equivalente (cioé con le stesse
soluzioni) mediante le seguenti operazioni lecite:
— Scambio di due righe della matrice.

2 2 4 | 4 IIf1 0 -1 | 1
1 0 -1 | 1| = 1|2 2 4 | 4
-13 4 |0 -1 3 4 | 0
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Scambio di due colonne della matrice. In tale caso si scambia la posizione di due incognite.
Al termine della riduzione, quando si ritorna al sistema, € quindi necessario ricordare lo
scambio delle incognite.

— Sostituzione di una riga con un suo multiplo non nullo.

2 2 4 | 4 1211 1 2 | 2
1 0 -1 | 1| = 1 0 -1 | 1
-1 3 4 ] 0 -13 4 |0

— Sostituzione di una riga con la sua somma con un’altra riga.

2 2 4 | 4 2 2 4 | 4
1 0 -1 | 1| = 10 -1 |1
-13 4 ] 0 IIT+I10 3 3 | 1

— Le ultime due operazioni vengono generalmente utilizzate contemporaneamente, sostituendo
una riga con una sua combinazione linare con un’altra riga, prestando attenzione ad alcune

situazioni.
2 2 4 | 4 2 2 4 | 4
1 0 -1 | 1f = 2[I-T |0 -2 -6 | -2
-13 4 | 0 IIrT+1110 3 3 | 1

Per evitare errori ¢ necessario badare che:
* Se sto sostituendo I'n-esima riga con una sua combinazione lineare con un’altra riga, il
coefliciente per cui viene moltiplicata 1'n-esima riga deve essere non nullo. Ad esempio:

k1| 2 A

{2 3 | J = kII—QI{O 3—2 | k_4]elemtasolosek'7é0
2.3 | 1] 2 3 | 1], lecit
k1] o2 2IT — kI |0 2—3k | 4—f|°>cmpreecha

Per questo diremo che € conveniente spostare i parametri verso il basso.
x Per non correre il rischio di effettuare due volte la stessa operazione, utilizzeremo per
modificare una riga solo le righe che la precedono. Quindi
- La prima riga puo essere sostituita solo con un suo multiplo,
- La seconda riga puo essere sostituita con una sua combinazione lineare con la
prima,
- La terza riga puo essere sostituita con una sua combinazione lineare con la prima
o con la seconda.

e Esempi di riduzione a gradini si possono vedere nei successivi capitoli.

e Le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema ¢ omogeneo.

e Molti esercizi possono risolti in maniera leggermente diversa utilizzando il teorema di Rouché-
Capelli e il concetto di rango. A tale scopo si veda il Capitolo 7.

2. Soluzioni
Esercizio 4.1. Risolvere il sequente sistema non omogeneo:
20 + 4y + 4z =4
r—z=1
—x+3y+4z=2

SOLUZIONE:

A ogni sistema lineare associamo la matrice A|b, dove A & la matrice formata dai coefficienti delle incognite
e b ¢ la matrice dei termini noti. I termini noti vengono separati da un tratteggio.

2r+4y+4z=4 2 4 4 | 4
r—z=1 =|1 0 -1 | 1
—z+3y+4z=2 -3 4 | 2
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Utilizzeremo il metodo di Gauss o di Riduzione a gradini. Lo scopo & di ottenere una matrice in
cui sotto il primo termine non nullo di ogni riga si trovano tutti 0. Tale termine & detto pivot.

* ok x| x
0 x = | =*
0 0 = *

Una volta che la matrice ¢ stata ridotta ritorniamo al sistema, ormai di immediata soluzione.
11 procedimento consiste nel trasformare il sistema in un sistema equivalente (cioe con le stesse soluzioni)
mediante le seguenti operazioni lecite:

e Scambio di due righe della matrice.

1 177
11| = | II
117 1
e Sostituzione di una riga con un suo multiplo non nullo.
1 1
II| = |all|, a#0
117 177
e Sostituzione di una riga con la sua somma con un’altra riga.
I 1
IT | = |II+1
117 117

e Le ultime due operazioni vengono generalmente utilizzate contemporaneamente, sostituendo una
riga con una sua combinazione lineare con un’altra riga, prestando attenzione ad alcune situazioni
che vedremo esplicitamente negli esercizi.

I I
II | = |all+0bI], a#0
IIT III

Notiamo in particolare la condizione a # 0, mentre non c’¢ nessuna condizione sul coefficiente
b. In sostanza & necessario che il coefficiente della riga che stiamo sostituendo sia non nullo (in
questo caso la seconda).

e Scambio di due colonne della matrice. In tale caso si scambia la posizione di due incognite. Al
termine della riduzione, quando si ritorna al sistema, € quindi necessario ricordare lo scambio
delle incognite. Per tale ragione useremo questo scambio solo se realmente conveniente.

Procediamo ora alla riduzione. Notiamo che la prima riga ¢ 'unica che rimarra invariata nella riduzione.
Inoltre € la piu utilizzata nelle operazioni di riduzione. Per queste ragioni ¢ generalmente conveniente avere
come prima riga quella pitt semplice (cioé con piu zeri e senza parametri nel caso di sistemi parametrici).

Ir{1 o -1 | 1 1 0 -1 | 1 10 -1 | 1
112 4 4 | 4|=1/211|1 2 2 | 2(=1II-1T1|0 2 3 | 1
-1 3 4 | 2 -1 3 4 | 2 Irr+r1{o 3 3 | 3
10 -1 | 1 10 -1 | 1
= 02 3 | 1= 02 3 | 1
/311710 11 | 1 2I1I7T—-1110 0 -1 | 1
A questo punto la matrice é ridotta a gradini, possiamo quindi ritornare al sistema:
z—z=1 z=0
20+ 3z2=1 = Jqy=2
—z=1 z=—1

Notiamo che per non correre il rischio di effettuare due volte la stessa operazione abbiamo utilizzato
per modificare una riga solo le combinazioni lineari con le righe che la precedono.
Seguiremo in generale questo principio, quindi, a parte gli scambi di righe,
e La prima riga puo essere sostituita solo con un suo multiplo,
e La seconda riga puo essere sostituita con una sua combinazione lineare con la prima,
e La terza riga puo essere sostituita con una sua combinazione lineare con la prima o con la seconda.
L)

O
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Esercizio 4.2. Risolvere il sequente sistema omogeneo:

r+2y+w=0
204+ by+4z+4w =0
3z + 5y — 62+ 4w = 0.

Scrivere le soluzioni anche in forma vettoriale.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata al sistema:

12 0 1 | 0 1 2 0 1 | 0
25 4 4 | 0 = II-2ITj0 1 4 2| 0
35 -6 4 ] 0 Ir-3r{o -1 -6 1 | 0
12 0 1] 0
= 01 4 2 |0
IIrT+11{0 0 -2 3 | 0
Torniamo ora al sistema:
r = 15t
rz+2y+w=0 y—= -8t
y+4z+2w=0 = —375 Vie R
224 3w =0 79
w=t

L’insieme delle soluzioni scritte in forma vettoriale ¢ quindi dato da

S = {(a:,y,z,w) = (15,—8,2,1) -t |t€R}

Notiamo che, come accade sempre per le soluzioni di un sistema omogeneo, 'insieme S & uno spazio
vettoriale (sottospazio di R* in questo caso).

O

Esercizio 4.3. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

kx+ky+ k22 =4
r+y+kz =k
T +2y+ 3z =2k

a) Si dica per quali valori del parametro reale k il sistema é compatibile.
b) Esistono valori di k per i quali il sistema ha infinite soluzioni? In tali casi determinare le soluzions.

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice associata al sistema.s:
E k k2 | 4
11 k | k
1 2 3 | 2k

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo la matrice a gradini.
Per ridurre la matrice a gradini scambiamo la prima e la terza riga. Lo scopo di questa operazione e
spostare i parametri verso il basso.

Se cosi non facessimo nella riduzione a gradini dovremmo necessariamente procedere nel seguente modo:

k kK| 4
KIT-T10 0 0 | k-4
IIT—II10 1 3—-k | &k

Il sistema cosi ottenuto non ¢ pero equivalente a quello iniziale nel caso k£ = 0. Infatti per £k = 0 abbiamo
sostituito la seconda riga con la prima riga cambiata di segno, operazione non lecita. Nelle regole date
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inizialmente sulla sostituzione di una riga con una sua combinazione lineare con un’altra riga:

I I
Il | = |all 4+ b1
117 117

era infatti richiesta la condizione a # 0 (notiamo invece che non c’¢ nessuna richiesta sul valore di b).
Procedendo in questo modo dovremmo poi considerare il caso k = 0 separatamente, riprendendo la matrice
precedente all’operazione non lecita.

Effettuiamo invece con lo scambio delle righe:

IIIf1 2 3 | 2% 1 2 3 | 2%
11 k | k|= II-T |0 -1 k=3 | —k
I |k k K2 | 4] II—krjo 0 0 | 4—k?

Notiamo che in questo caso 'operazione ¢ lecita anche per k = 0 (quando in pratica lasciamo la terza riga
invariata).
a) L’ultima equazione del sistema & 0 = 4 — k? che non risulta impossibile solo se 4 — k? = 0, ovvero
k = =+2. In tali casi il sistema ammette soluzione.
Quindi il sistema & compatibile se k = +2.

b) Consideriamo separatamente i casi k = +2.
— Per k = 2 otteniamo un sistema compatibile di due equazioni in tre incognite che ammette
quindi infinite soluzioni:

T =1
rT+2y+3z2=4
{ Y ={y=—t+2 VteR
-y —z=—2
z=1
— Per k = —2 otteniamo un sistema compatibile di due equazioni in tre incognite che ammette
quindi infinite soluzioni:
4243z =—4 v=
x z=—
Y = y=-5t—-2 VieR
—y—52=2 ;
z =

Notiamo che le cose potevano essere affrontate in maniera leggermente differente utilizzando il concetto
di rango e il teorema di Rouche-Capelli.

a
Esercizio 4.4. Risolvere il sequente sistema, al variare del parametro reale k:

rz+2w=1
r+y+3z+2w=1

20 +y+ (k+2)z+ 4w =2
r+y+3z2+ k2 —k+2w==k

Scrivere le soluzioni anche in forma vettoriale.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata al sistema

10 0 2 |1 10 0 2 | 1
11 3 2 1 II—-1 10 1 3 0o | o0
2 1 k+2 4 | 2 =210 1 k+2 0 | 0
11 3 K—k+2 | k IV—Irl0 0 0 K-k | k-1
10 0 2 | 1
N 01 3 o | o0
Ir—1r10 0 k=1 0 | 0
00 0 K-k | k-1
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In conclusione abbiamo ottenuto il sistema equivalente

r+2w=1
y+32=0
(k—1)z=0

kE(k—1Nw=k-1

Dobbiamo ora discutere il parametro.

e Se k(k—1) #£0, cioe se k # 0, k # 1 allora dall’'ultima equazione possiamo ricavare il valore della
w. Analogamente se k # 1 dalla terza equazione possiamo ricavare il valore della z. Quindi per
k #0, k # 1 otteniamo le seguenti soluzioni

_ k=2
%
y=20
z2=0
1
w=y

Di conseguenza se k # 0, k # 1 il sistema ammette una unica soluzione:

(x’y,zﬂw) = <I€;27070’ ;) M

e Se invece k = 0 otteniamo il seguente sistema

r+2w=1
y+32=0
—2=0
0=-1

Poiché I'ultima equazione & impossibile, per k = 0 il sistema non ha soluzioni.
e Infine se k = 1 otteniamo il seguente sistema

r4+2w=1
y+32=0
0=0
0=0

In questo caso abbiamo due sole equazioni (significative) e 4 incognite. Dobbiamo quindi intro-
durre 2 parametri:

r=1-2t

=-3

4 5 Vs,t e R
z=3S8

w=t

Di conseguenza se k =1 le soluzioni del sistema sono date dall’insieme
S ={(z,y,z,w) = (-2t +1,-3s,s,t) | s,t € R}
={(-2,0,0,1)-t+(0,-3,1,0) - s + (1,0,0,0) | s,t € R}.

In questo caso otteniamo percio infinite soluzioni (e neanche in questo caso S & uno spazio
vettoriale! Infatti non sono soluzioni di un sistema omogeneo)

O

Esercizio 4.5. Si risolva il sequente sistema di equazioni lineari:

T+y+2z =1
(k+2)z+2y+4z =2
(I+2k)z+3y+2z =142k

al variare del parametro reale k.
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SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice associata al sistema.s:
[ 1 1 2
k+2 2 4
[ 1+2k 3 2

1
2
1+ 2k

Poiche la prima colonna contiene il parametro k la scambiamo con la terza colonna (scambiando cosi la

posizione dell’incognita x con quella dell’incognita z):

2 1 1 | 1
4 2 k42 | 2
12 3 2k+1 | 142k
Riduciamo ora la matrice a gradini:
21 1 | 1 21 1 | 1
Ir-2r\0 0 k | Of=1IIT{0 2 2k | 2k
IIr—-1|0 2 2k | 2k IT|10 0 kK | O

Tornando al sistema e ricordando lo scambio di z e z otteniamo:

2z+y4+ax=1
2y + 2kx = 2k
kx =0
Dobbiamo ora distinguere due casi
e Se k # 0 otteniamo
1-k
=g
y==~k
z=0
e Se k = 0 invece
224+y+ax=1 r=1-2t
2y=10 =>qy= vte R
0=0 z=t

O

Esercizio 4.6. Determinare per quali valori del parametro reale t il sistema Ax = b e compatibile
(cioé ammette soluzione). In tali casi determinare esplicitamente le soluzions.

-1 3 0 2
A=11 2 -1 b= |1
0 0 2t+1 )

SOLUZIONE:
Sia x = |11, x2, x3]T e calcoliamo Ax:
—x1 + 329

xr1 + 2%2 — X3
(2t + 1)1‘3

Az =

L’equazione Az = b si traduce quindi nel sistema
-1 + 3332 =2
x|+ 2!172 — X3 = 1
<2t + 1).’[73 =5

La matrice associata a tale sistema e quindi formata dalla matrice A come matrice dei coefficienti e dalla
matrice b come matrice dei termini noti:

-13 0 | 2 -13 0 | 2 —21 +3w2 =2
1 2 -1 | 1| =II+I|0 5 -1 | 3| =<(b5z9—a3=3
0 0 2t+1 | 5 0 0 2t+1 | 5 (2t + 1)as = 5
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Si tratta quindi di distinguere due casi.

e Set # —— allora dall’'ultima equazione possiamo ricavare x3 ottenendo quindi una unica soluzione:

—2t+ 14
T = ——
T B2t +1)
6t 4+ 8
To = ——
2T B2t +1)
I 5
ST+
1. . . .
e Set= 3 invece 'ultima equazione diventa
0=5

Quindi ’equazione & impossibile e il sistema non & compatibile.
Notiamo che le cose potevano essere affrontate in maniera leggermente differente utilizzando il concetto

di rango e il teorema di Rouche-Capelli.
O

Esercizio 4.7. Si dica per quali valori di k il sistema di equazioni lineari:
r+y=1
kx+y+z=1-k (k parametro reale)
y+(1—Fk)z=1

ammette un’unica soluzione. In tale caso trovare la soluzione.

SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema
11 0 | 1 1 1 0 | 1
k1 1 | 1—k|=II—-kI|0 1—k 1 | 1-2k| =
01 1-k | 1 0 1 1-k | 1
1 1 0 \ 1 11 0 | 1
IIT |0 1 1—-k | 1 = 0 1 1-k | 1
Irfo 1—-k 1 | 1-2k INT+(k—-1DIT|0 0 —k*+2k | —k
r+y=1
y—(k—1)z=1
—k(k—2)z=—k

Dobbiamo ora discutere i valori del parametro distinguendo tre casi:
e Se k # 0,2 otteniamo

k—1

T= "%
2k-3

Y= %=
_ 1
2= 53

quindi il sistema ammette un’unica soluzione.
e Se k = 0 otteniamo:

r+y=1
y—z=1
0=0

Il sistema ammette soluzione, ma in questo caso ne ammette infinite in quanto abbiamo ottenuto
un sistema in tre equazioni e due sole incognite. Anche se non era richiesto possiamo comunque
ricavare le soluzioni

r=—t
y=t+1 vte R
z=1

quindi il sistema ammette infinite soluzioni.
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e Se k = 2 otteniamo:

r+y=1
y+z=1
0=-2

quindi il sistema non ammette soluzioni.

Notiamo che le cose potevano essere affrontate in maniera leggermente differente utilizzando il concetto
di rango e il teorema di Rouche-Capelli.

]
Esercizio 4.8. Si consideri il sistema di equazionsi lineari:
2$1 — X9 = k
1 —To—x3=0 (k parametro reale)
l’lfkl’2+]€l’3:k
a) Si dica per quali valori di k il sistema é compatibile e quando ha infinite soluzioni.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.
SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema
2 -1 0 | k 2 -1 0 | &
1 -1 =1 | 0|=2II-1 |0 -1 -2 | —k| =
1 -k k | k Ir—I1110 —-k+1 k+1 | &k
2 -1 0 | & 2z —y=kF
—I 0 1 2 | k|=>qy+2=k
NI+ (=k+1IT{0 0 3k—1 | Kk? (3k — 1)z = k2
Dobbiamo distinguere due casi:
e Se k = % allora l'ultima riga diventa 0 = %, quindi e impossibile e il sistema non ammette
soluzione.
e Se k # % allora otteniamo un sistema di tre equazioni in tre incognite che ammette una unica
soluzione:
2
20_x9 =k Tl = _223kk:1k
_ _ K=k
ro +2x3 =k = § To = 3]]251
_ 1.2 _
(3k - 1)1»'3 == k I3 = 351
]

Esercizio 4.9. Sia
S={(z,y,2) eR’ |z +y+(k+1)2=k, 22+y+2z=0}
a) Stabilire per quali valori di k l’insieme S é un sottospazio di R3.

b) Per i valori di k trovati al punto precedente esplicitare S.

SOLUZIONE:

Gli elementi dell’insieme S sono i vettori di R? tali che

r+y+(k+D)z=k
20 +y+2=0

a) Sappiamo che le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema
€ omogeneo. Quindi S € uno spazio vettoriale se k = 0
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b) Scriviamo esplicitamente gli elementi di S cercando le soluzioni del sistema nel caso k = 0:

L1t |0 1 1 1 | o0
2 1 1 | ol "I1r=210 =1 -1 | 0

z=0
=0
é{x—’_y—’_z = y=—t Vie R
—y—2=0 y
z =

Quindi

S={(0,~tt)|teR}={(0,~1,1) -t |teR}

Esercizio 4.10. Sia
S ={(z,y,2) €ER® |z—2y+hkz=k—1, 2—2y+2=0, —2z +4ky —22=0 }

a) Stabilire per quali valori di k l’insieme S é un sottospazio di R3.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente esplicitare S.

SOLUZIONE:

Gli elementi dell’insieme S sono i vettori di R® tali che

r—2y+kz=k—-1
r—2y+2=0
—2x+4ky —22=0

a) Sappiamo che le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema
€ omogeneo. Quindi S € uno spazio vettoriale se k = 1.
b) Scriviamo esplicitamente gli elementi di S cercando le soluzioni del sistema nel caso k = 1:

1 -2 1 | 0 1 -2 1 | 0

1 -2 1 | 0|= II-2I |0 0 O | O

-2 4 =2 1] 0 ITr+2171{0 0 0 | O
r=25—1

>c-2y+z=0=>qy=s Vs, t € R
z=t

Quindi
S={(2s—t,s,t)]|s,teR}=

{
{ (25,5,0) 4 (—t,0,t) | s,t € R} =
{(2,1,0)- 5+ (=1,0,1) -t | 5,t € R}

Esercizio 4.11. Sia S il sottoinsieme di R®
S = {x€R5 | 21 — o + 225 = K, x1+x3+kx4:0}.

a) Per quali valori del parametro reale k l'insieme S ¢é un sottospazio vettoriale di R’?
b) Per i valori determinati al punto a) esplicitare S.

SOLUZIONE:

a) S & uno spazio vettoriale se il sistema & omogeneo cioé se k = 0.
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b) Risolviamo il sistema omogeneo, riducendo la matrice associata a gradini:

1 -1 00210 1 -1 00 2 | 0
1 0 100 | o0 71—1jo 1 10 -2 | 0

T, =—T
To=—T+2t
T3 =r Vr,s,t € R
Ty=S5
Trs =1
Quindi:
S ={(z1, 22,23, 24,x5) = (—r,—r + 2t,7,8,t) |r,s,t € R}

{
{(_Ta -, 070) + (070707 570) + (07 2ta Oa Oat) |Ta Svt € R}
{(-1,-1,1,0,0) - » + (0,0,0,1,0)-s + (0,2,0,0,1)-¢|r,s,t € R}



CAPITOLO 5

Dipendenza e indipendenza lineare (senza il concetto di rango)

Esercizio 5.1. Scrivere un vettore w € R® linearmente dipendente dal vettore v = (-1, 9, 0).
Esercizio 5.2. Stabilire se i vettorivy = (1, 5, 7) eve = (1, 3, 4) di R? sono linearmente dipendenti.
Esercizio 5.3. Scrivere un vettore w € R* linearmente dipendente dal vettore v = (1, 3, —4, 2).

Esercizio 5.4. Stabilire se i vettori v; = (1, —5, 700) e vo = (0, 0, 0) di R® sono linearmente
dipendenti.

Esercizio 5.5. Studiare la dipendenza o indipendenza lineare dei sequenti vettori di R®:

v=(1, =3, 7), vn=(2 -1, -1), v=(0,0, 0)
Se risultano linearmente dipendenti esprimere, quando é possibile,

e v come combinazione lineare di vy € v3
e Uy come combinazione lineare di v1 e v3
e v3 come combinazione lineare di v1 e vy

Esercizio 5.6. Studiare la dipendenza o indipendenza lineare dei sequenti vettori di R®:
U1 = (1’ 737 7)7 V2 = (27 717 71), U3 = (747 27 2)
Se risultano linearmente dipendenti esprimere, quando € possibile,

e v come combinazione lineare di vy € v3
e Uy come combinazione lineare di vi e v3
e v3 come combinazione lineare di v1 e vy

Esercizio 5.7. Ripetere [’esercizio precedente con i vettori

v = (17_1a2)7 V2 = (57270)a U3 = (3747 _4)

Esercizio 5.8. Ripetere l’esercizio precedente con i vettori

v = (1,2,-2), vo =(1,1,-3), v3 =(3,7,k — 6)
discutendo i valori del parametro k € R.

Esercizio 5.9.

a) Determinare per quali valori del parametro reale k i sequenti vettori di R’ sono linearmente
dipendenti:

v = (0,1,-1,0,1), vy = (1,0,1,0,k), vy = (—1,2,-3,0,0).

b) Per i valori di k determinati in a), esprimere uno o piu vettori come combinazione lineare dei
rimanenti.

Esercizio 5.10. Dati i vettori di R®:
vy =(1,1,2), va = (2,4,6), v3 =(—1,2,5), vy = (1,1, 10)

determinare se vy ¢ combinazione lineare di vi, vy e vs (determinare cioe se vy appartiene allo spazio

vettoriale generato da vy, ve e vsz). In caso positivo esprimere tale combinazione lineare (nella forma piu
generale possibile).

67
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Esercizio 5.11. Dati i vettori di R®:
v = (1, 1, 1), Vg = (—3, —2, —2), vy = (2,2,]6 + 4), Vg4 = (1,3,4)

determinare per quali valori del parametro reale k, vy & combinazione lineare di vy, va e vs (determinare cioé
se vy appartiene allo spazio vettoriale generato da vy, vy evs). In caso positivo esprimere tale combinazione
lineare (nella forma pit generale possibile).

Esercizio 5.12. Ripetere l’esercizio precedente con i vettori

v1 =(1,3,1), va =(2,k,—1), v3=(—1,k—1,0), vy = (1,15,7)

Esercizio 5.13. Dati i vettori di R®:
vy =(1,2,1), vo=(k—2,k—4,-k—2), v3=(5,9,3)

determinare, se possibile, i valori del parametro k per cui il vettore vs ¢ combinazione lineare di vi, e vs.
In caso positivo esprimere tale combinazione lineare (nella forma pit generale possibile).

Esercizio 5.14. Dati i vettori di R*:

v =(1,1,2,1), ve = (2,5,7,5),
vz = (=3,-2,k =5,k —2), vy = (=1, -2k — 1, -2k — 2, —3)

determinare i valori del parametro reale k per i quali vy é combinazione lineare di vy, vy e vsz. In caso
positivo esprimere tale combinazione lineare (nella forma pit generale possibile).

Esercizio 5.15. Si considerino le matrici
0 0 1 k ko1
R Y
Si dica per quali valori del parametro reale k le matrici A, B,C sono linearmente indipendenti nello spazio
Ms(R).

Esercizio 5.16. Si considerino le matrici

ot _[2 k+1 [ o 1
A‘[2 —1]’ B_L k—?l’ C‘[%—z 2k—1}

a) Si stabilisca per quale valore di k € R le matrici A, B e C sono linearmente dipendenti.
b) Per il valore trovato in a) esprimere B come combinazione lineare di A e C.

Esercizio 5.17. Date le matrici
1 2 2 1 -1 1 0 1
ol e R B P R Y

stabilire se D ¢ combinazione lineare di A, B, C.

Esercizio 5.18. Date le matrici

1 k 2 3 3 6
S B B
stabilire se esistono valori di k per cui C é combinazione lineare di A, B. In caso positivo esprimere tale
combinazione lineare.

Esercizio 5.19. Siano dati i polinomi

pi(z) =1+u, pa(x) =14 22 4 2%, p3(z) == — .

2

Esprimere, se ¢ possibile, f(x) = x* — x + 2 come combinazione lineare di p1(x), pa2(x), ps(x).




2. SOLUZIONI 69

1. Suggerimenti
e n vettori vy, va, ...,v, sono detti linearmente indipendenti se
TV + Tovs + -+ v, =0 = Ty =x0=---=x,=0

In caso contrario sono detti linearmente dipendenti.
e Un vettore w € combinazione di n vettori v1, va, ..., v, se esistono x1,xs,...,x, € R tali che:

101 + o2 + -+ TpUy =W

e Se n vettori sono linearmente dipendenti, allora almeno uno e combinazione lineare degli altri.

e Se w & combinazione lineare di vy, va, ...,v,, allora vy, vs, ...,v,, w sono linearmente dipen-
denti.

e Alcuni degli esercizi svolti in questo capitolo possono essere svolti in maniera leggermente sem-
plificata utilizzando la nozione di rango (v. capitoli successivi).

2. Soluzioni

Esercizio 5.1. Scrivere un vettore w € R® linearmente dipendente dal vettore v = (-1, 9, 0).

SOLUZIONE:

Per esempio il vettore w = 3v = (=3, 27, 0) & linearmente dipendente da v.
Potevamo anche considerare il vettore nullo (0, 0, 0) = Ov che ¢ sempre linearmente dipendente da
qualsiasi altro vettore.

O

Esercizio 5.2. Stabilire se i vettoriv, = (1, 5, 7) evy = (1, 3, 4) di R® sono linearmente dipendenti.

SOLUZIONE:

Si tratta di verificare se I’equazione vettoriale zv; + yve = 0 ammette soluzioni diverse dalla soluzione
nulla = y = 0. Nel caso particolare di due vettori (non nulli), notiamo che = e y 0 sono entrambi nulli o
sono entrambi non nulli. Supponendo quindi che esistano soluzioni diverse dalla soluzione nulla x =y = 0
ne segue che possiamo supporre y # 0 e possiamo dividere per y ottenendo vo = —— vy.

Ovvero due vettori non nulli sono linearmente dipendenti se sono uno multiplo dell’altro. E’ evidente
che in questo caso v; non & multiplo di ve, quindi v; e vo sono linearmente indipendenti.
Lo stesso risultato si poteva ottenere risolvendo il sistema associato all’equazione xvi + yvo = 0

z+y=0 T =y 0
Tr =
bx+3y=20 = { —Hy+3y=0 = { —0
Tr+4y =0 —Ty+4y =20 v=
Poiche I'unica soluzione & quella nulla, v; e v5 sono linearmente indipendenti.
a
Esercizio 5.3. Scrivere un vettore w € R* linearmente dipendente dal vettore v = (1, 3, —4, 2).
SOLUZIONE:
Per esempio il vettore w = 2v = (2, 6, —8, 4) ¢ linearmente dipendente da v.
O

Esercizio 5.4. Stabilire se i vettori v; = (1, —5, 700) e vy = (0, 0, 0) di R* sono linearmente
dipendenti.

SOLUZIONE:
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Il vettore nullo & sempre linarmente dipendente da ogni altro insieme di vettori. Infatti ’equazione
vettoriale:

TV + Yvg = 0

z=0
y=1

Esercizio 5.5. Studiare la dipendenza o indipendenza lineare dei sequenti vettori di R>:
vp=(1, =3, 7), wv=(2, -1, 1), wv3=(0, 0, 0)

Se risultano linearmente dipendenti esprimere, quando € possibile,

ammette (per esempio) la soluzione non nulla

e v come combinazione lineare di vo e v3
e vy come combinazione lineare di v1 e v3
e v3 come combinazione lineare di v1 e vy

SOLUZIONE:
Per quanto osservato nell’esercizio precedente possiamo gid affermare che i tre vettori sono linearmente
dipendenti in quanto tra di essi vi ¢é il vettore nullo.

Risolviamo comunque l’equazione vettoriale zv; + yvs + zvs = 0 che, in generale, ci permette di
rispondere a tutte le domande dell’esercizio. Consideriamo il sistema in tre incognite associato a tale

equazione

r+2y+0z=0 r= -2y z=0
Tr—y+0z=0 14y —y=0 z=t

Di conseguenza v1, ve, vs sono linearmente dipendenti e:

Ovy 4 Ovg +tvs =0 Vi e R

Dall’equazione precedente notiamo che

e 1 non si puo esprimere come combinazione lineare di vo € v3.
e ¥ non si puod esprimere come combinazione lineare di vy e vs.
e Ponendo per esempio t = 1, otteniamo che

v3 = Ovy 4+ Ovg

Esercizio 5.6. Studiare la dipendenza o indipendenza lineare dei sequenti vettori di R>:
vp=(1, =3, 7), ve=(2, —1, -1), w3=(-4, 2, 2)
Se risultano linearmente dipendenti esprimere, quando € possibile,

e v come combinazione lineare di vo e v3
e vy come combinazione lineare di v1 e v3
e v3 come combinazione lineare di v1 e vy

SOLUZIONE:
La risoluzione dell’equazione vettoriale zv; + yvs + zvs = 0 permette di rispondere a tutte le domande

dell’esercizio.

Sappiamo infatti che data I’equazione xvy + yvs + zv3 =0
e v1,v5 € v3 sono linearmente indipendenti se ’equazione ammette solo la soluzione nulla:
r=y=2=0.
e vy, vy e v3 sono linearmente dipendenti se I'equazione ammette altre (infinite) soluzioni oltre
aquellanullaz =y =2=0.
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Consideriamo il sistema in tre incognite associato a tale equazione

r+2y—42=0 r=—-2y+4z r=-—2y+4z
—3r—y+22=0 =6y—12z2—y+22=0 =45y —102=0
Tx—y+22=0 —14y+28z2—y+22=0 —15y + 302 =0
r=—-2y+4z z=0
=qy=2z = dy=2t Vi e R
—302+302 =0 z=t

Di conseguenza v, ve, vz sono linearmente dipendenti e:

Ovy + 2tvg +tvg =0 VteR

Dall’equazione precedente notiamo che

e 1 non si puo esprimere come combinazione lineare di vy € v3.
e Ponendo per esempio t = 1, otteniamo 2vs + v3 = 0 ovvero

1
Vo = 751}3

e Analogamente al punto precedente otteniamo

V3 = —21}2

Esercizio 5.7. Ripetere [’esercizio precedente con i vettori

v = (1’_172)3 V2 = (57270)7 U3 = (3747 _4)

SOLUZIONE:
La risoluzione dell’equazione vettoriale zv; + yvo + zvs = 0 permette di rispondere a tutte le domande
dell’esercizio. Consideriamo il sistema in tre incognite associato a tale equazione

T+5y+32=0

—x+2y+42=0

20+ 0y — 4z =0

Riduciamo quindi a gradini la matrice associata a tale sistema:

1 5 3 | 0 1 5 3 | 0
-1 2 4 | 0| = II+1I |0 7 7 | 0
2 0 -4 ] 0 Irr—2r{o -10 -10 | o
153 |0 153 ] 0
= (1/7)II 01 1] 0 = 01 1] 0
(=1/10)II1{0 1 1 | 0 IIr—1r1{0 0 0 | 0
Tornando al sistema
+5y+32=0 52+32=0 v=2
{“7 yroz= = {“7 FToEE = =t VteR
y+2=0 Yy=—2

z=1
Di conseguenza v1, vs, v3 sono linearmente dipendenti e:
2tv; — tvg +tvg =0 VteR

Ponendo per esempio ¢ = 1 otteniamo 2v; — v + v3 = 0 da cui segue
1 1
e U =_—Uy— =0
1= 502 50

o Uy = 2u; 43

o U3 = —2v1 4+ U2
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Esercizio 5.8. Ripetere [’esercizio precedente con i vettori
vy = (1,2,-2), v =(1,1,-3), v3 = (3,7, k —6)

discutendo i valori del parametro k.

SOLUZIONE:

Procediamo come nell’esercizio precedente risolvendo ’equazione vettoriale zvy; + yvs 4+ zvg = 0. Conside-
riamo il sistema in tre incognite associato a tale equazione

r+y+32=0
2c+y+72=0
—2x—3y+(k—6)z=0

Riduciamo quindi a gradini la matrice associata a tale sistema:

1 1 3 | o0 1 1 3 |0
2 1 7 | 0ol = I-210 -1 1 | 0
—2 -3 k=6 | 0 IIT+IT(0 =2 k+1 | 0
1 1 3 |0
= 0 -1 1 0

ITIr—21710 0 k-1 | 0

Notiamo che un sistema omogeneo ha sempre soluzione, infatti ha sempre almeno la soluzione nulla.
Discutiamo i valori del parametro:

e Se k = 1 otteniamo il sistema:

z+y+32=0 r=—4t
Y=z = y=t Vi e R
0=0 z=1

Di conseguenza v1, v, v3 sono linearmente dipendenti e:
—4tvy +tvg +tvs =0 VteR

Ponendo per esempio ¢t = 1 otteniamo —4v; + v2 + v3 = 0 da cui segue
1 1

- V] = U2+ U3
4 4
- Vo = 4’01 — U3
- V3 = 4’01 — Vg
e Se k # 1 il sistema ammette la sola soluzione © = y = z = 0 e vy, v9, v3 sono linearmente
indipendenti. In particolare nessuno di loro puo essere espresso come combinazione lineare degli

altri.
O

Esercizio 5.9.

a) Determinare per quali valori del parametro reale k i sequenti vettori di R’ sono linearmente
dipendenti:

U1 = (07 ]-7 _1,07 1)7 Vg = (1707 1707k)7 U3 = (_1a2a _37070)‘

b) Per i valori di k determinati in a), esprimere uno o piu vettori come combinazione lineare dei
rimanenti.

SOLUZIONE:

Cerchiamo le soluzioni dell’equazione vettoriale

zv1 4+ yvg + zv3 =0
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riducendo a gradini la matrice associata al sistema in cui si esplicita tale equazione.

0 1 -1 1] 0 11 10 2 | 0O
1 0 2 | 0 1 01 -1 | 0
-11 -3 | O|=1III+II|0 1 -1 | O|=
0 0 0 | O V—II |0 Kk -2 | 0
1 kK 0 | 0 v 00 0 | O
10 2 | 0
0 1 -1 | 0 z+22=0
II1-11 (0 O 0 | 0| =qy—2=0
IV—-kII|0 0 —24+k | O (k—2)z=0
00 0 | 0

Dobbiamo ora distinguere due casi:
e Se k # 2 otteniamo la soluzione z =y = z = 0 e i tre vettori sono linearmente indipendenti.
e Se k = 2 il sistema diventa

+22=0 v=
T+ 2z=
{ =>qy=t Vte R
y—z=20
z=t

Quindi per k£ = 2 i tre vettori sono linearmente dipendenti.
b) Al punto precedente abbiamo trovato che se k = 2 allora
—2tvy +tvg +tvz3 =0 VteR

In particolare ponendo per esempio ¢t = 1 oteniamo

V1 = =Vg + —V3

Esercizio 5.10. Dati i vettori di R>:
v = (1,1,2), va =(2,4,6), v3 =(-1,2,5), vy = (1,1,10)

determinare se vy & combinazione lineare di v1, ve e vy (determinare cioé se vy appartiene allo spazio
vettoriale generato da vy, ve e v3z). In caso positivo esprimere tale combinazione lineare (nella forma pit

generale possibile).

SOLUZIONE:
Si tratta di risolvere I’equazione vettoriale

TU1 + YV + 2U3 = U4
Consideriamo il sistema (non omogeneo) in tre incognite associato a tale equazione
r+2y—z=1
r+4y+2z=1
2z + 6y + 52 =10

Riduciamo quindi a gradini la matrice associata a tale sistema:

12 -1 | 1 1 2 -1 | 1 1 2 -1 | 1
14 2 | 1| = II-T |0 2 3 | 0= 02 3 | 0
2 6 5 | 10 Irr—2ri0 2 7 | 8 Irr—11{0 o 4 | 8
Tornando al sistema
r+2y—z=1 r=9
2y +32=0 = Jy=-3

Di conseguenza

Vyq4 = 9?)1 - 3’1}2 + 2’[}3
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Notiamo che anzicche fermarci alla matrice ridotta a gradini potevamo arrivare alla scrittura della
matrice in forma normale, ovvero alla matrice che ha solo elementi sulla diagonale e questi sono tutti 1 o
0.

12 -1 | 1 12 -1 | 1 I+IIT 1 2 0 | 3
02 3 | 0= 02 3 | 0|l=1I-3II1{0 2 0 | —6
00 4 | 8 1/4rrrjo o 1 | 2 001 | 2
1 20| 3 I—2II1 0 0 | 9
=1/2II1{0 1 0 | -3|= 010 | -3
001 | 2 001 | 2

Ritornando al sistema in questo caso otteniamo direttamente

r=9
y=-3
z=2

ovvero

vy = vy — 3vg + 2v3

Esercizio 5.11. Dati i vettori di R>:
v = (1v 1’ 1)’ V2 = (_3a _27 _Q)a U3 = (2727k + 4)7 V4 = (1a3a4)

determinare per quali valori del parametro reale k, v4 & combinazione lineare di vy, vo e vs (determinare cioé
se vy appartiene allo spazio vettoriale generato da vy, vy evs). In caso positivo esprimere tale combinazione
lineare (nella forma pit generale possibile).

SOLUZIONE:

Si tratta di risolvere I’equazione vettoriale
TV + YU + 2V3 = V4
Consideriamo il sistema (non omogeneo) in tre incognite associato a tale equazione

r—3y+2z=1
r—2y+22=3
r—2y+(k+4)z=4

Riduciamo quindi a gradini la matrice associata a tale sistema:

1 -3 2 |1 1 -3 2 |1
1 -2 2 | 3 = I1I-1 0 1 0 | 2
1 -2 k+4 | 4 IIT—I10 0 k+2 | 1

Tornando al sistema

r—3y+2z=1

y=2
(k+2)z=1
Dobbiamo ora di distinguere due casi
e Sek=-2:
r—3y+2z=1
y=2
0=1

Quindi il sistema non ammette soluzioni, e v4 non si puo esprimere come combinazione lineare di
U1, V2, V3.
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e Se k # —2
Tk +12
k+2
y=2
L !
k42
€

C(TRA12Y (0
U\ Ty )" 2 \rr2)

Esercizio 5.12. Ripetere l’esercizio precedente con i vettori

v = (1737 ]-)a Vg = (27k7 _1), U3 = (_lak - 1,0), Vg = (171577)

SOLUZIONE:

Cerchiamo le soluzioni dell’equazione vettoriale
TV + Yvg + 203 = Vg

Riduciamo a gradini la matrice associata al sistema in cui si esplicita tale equazione:

1 2 -1 | 1
3 k k=11 15
1 -1 0 | 7
Procedendo con il metodo di Gauss otteniamo la matrice equivalente
1 2 -1 ] 1
I1-3I{0 k—6 k+2 | 12
IIr-1|10 -3 1 | 6

Facciamo a questo punto una importante osservazione. Se procediamo ancora con la riduzione a gradini,
per ottenere uno zero nel secondo posto della terza riga siamo costretti a fare la seguente operazione

1 2 -1 ] 1
0 k—6 k+2 | 12
(k—6)III+3II(0 0 4k | 6k

Notiamo pero che procedendo cosi abbiamo sostituito la terza riga con un suo multiplo dipendente dal
parametro, sommato ad un multiplo non nullo della seconda. Dalla teoria sappiamo pero che tale operazione
¢ lecita solamente se il valore per cui moltiplichiamo la terza riga & diverso da zero, nel nostro caso cioe se
k # 6. In caso contrario avremmo infatti sostituito la terza riga con un multiplo della seconda ottenendo
percio un sistema non piu equivalente. Potremmo quindi procedere per poi controllare separatamente
il caso k = 6, ritornando al sistema che avevamo prima della operazione non lecita. Questo modo di
procedere, benche corretto, risulta piuttosto lungo e macchinoso. E’ invece decisamente piu conveniente
procedere nel seguente modo.

Ritorniamo alla matrice ottenuta al primo passaggio della riduzione a gradini e effettuiamo uno scambio
di righe

1 2 -1 | 1 1 2 -1 ] 1
arlo -3 1 | 6| = 0 -3 1 | 6
IT0 k—6 k+2 | 12 3T+ (k—6)II|0 0 4k | 6k

Abbiamo quindi sostituito la terza riga con un suo multiplo non nullo sommato ad un multiplo della
seconda dipendente dal parametro. Questa operazione ¢ sempre lecita. Infatti anche per il valore critico
k = 6 otteniamo un sistema ancora equivalente in cui la terza riga e stata sostituita con un suo multiplo
non nullo. Possiamo percio procedere senza dovere distinguere alcun caso.

Torniamo ora al sistema

r + 2y — =z = 1
-3y + 2z = 6
4kz = 6k.

Per trovare le soluzioni siamo costretti a distinguere due casi.
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e Se 4k # 0, ovvero se k # 0, I'ultima equazione si puo dividere per 4k per cui otteniamo la seguente
soluzione

y=-3
2=,
Di conseguenza se k # 0 abbiamo ottenuto la seguente (unica) combinazione lineare:
11 3
Vg = Evl — 51}2 + 51}3.
e Se k = 0 otteniamo il seguente sistema
r + 2y — 2z =1
- 3y + 2z = 6
0 =0
Ponendo y = t otteniamo le soluzioni
r=1t+7
y=t vieR
z =3t + 6.

Quindi anche se k = 0 il vettore vy si puo esprimere come combinazione lineare di vy, vs € v3:
va={+7) v1+t -ve+ (3t+6) - vs vVt € R.

In questo caso le possibili combinazioni lineari sono infinite.

Osservazione importante. Abbiamo incontrato in questo esercizio una prima difficolta nel ridurre a
gradini un sistema parametrico. Abbiamo visto che & stato decisamente utile spostare in basso la riga
contenente il parametro. Possiamo quindi dare una prima regola utile per ridurre a gradini i sistemi
parametrici: ¢ tendenzialmente conveniente spostare verso il basso le righe contenenti il parametro.

Esercizio 5.13. Dati i vettori di R®:
v =(1,2,1), vo=(k—2,k—4,-k—2), v3=(5,9,3)

determinare, se possibile, i valori del parametro k per cui il vettore vs é combinazione lineare di vy, e vs.
In caso positivo sprimere tale combinazione lineare (nella forma pit generale possibile).

SOLUZIONE:
Si tratta di cercare (se esistono) le soluzioni dell’equazione vettoriale
TV + Yvg = V3.
Consideriamo il sistema (non omogeneo) associato
z+(k—-2y=5
20+ (k—4)y=9
x+(—k—-2)y=3

Riduciamo a gradini la matrice associata

1 k-2 | 5 1 k-2 | 5 1 k-2 | 5
2 k-4 | 9| =II1-210 -k | -1|= -I1I |0 k | 1
1 —k-2 | 3| Ir—r1lo -2k | -2 IIr—-2m{0 o0 | 0

Otteniamo quindi il sistema
z+(k—-2y=>5
ky=1
0=0
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Dobbiamo ora distinguere due casi
e Se k # 0 otteniamo

4k +2
YTk
per cui
4k + 2 1
v3< I:r >~v1+k-vg se k # 0.
e Se k=0:
y — 2z 5
0 =1
0 =0
Quindi il sistema ¢ impossibile e in questo caso il vettore v non & combinazione lineare di v; e
Vo.
|
Esercizio 5.14. Dati i vettori di R*:
v =(1,1,2,1), vy = (2,5,7,5),
vy = (-3,-2,k -5,k —2), vg=(-1,-2k—1,-2k —2,-3)

determinare i valori del parametro reale k per i quali vq4 é combinazione lineare di v, vo e vs. In caso
positivo sprimere tale combinazione lineare (nella forma pit generale possibile).

SOLUZIONE:
Studiamo la seguente equazione vettoriale
TV + YV + 2V3 = U4

riducendo a gradini la matrice associata al sistema in cui si esplicita tale equazione:

IV —-1I1|{0 0 O
Ritornando al sistema abbiamo ottenuto

r+2y—3z2=-1

3y +2z=-2k

kz=20

0=2k-2
Notiamo subito che l'ultima equazione impone 2k = 2, ovvero k = 1. Sostituendo quindi tale valore nel
sistema oteniamo

12 -3 | -1 12 -3 | -1
15 -2 | —2%-—1 -1 10 3 1 | —2
2 7 k-5 | —2k—2| T III-2I|0 3 k+1 | —2k
15 k-2 | -3 IV-TI10 3 k+1 | -2

1 2 -3 | -1

. 03 1 | -2

Ir—I1r{0 o &k | 0

|

r+2y—3z=-1 x:}
3y +z=-2 3 9
= [
z=0 y= 3
0=0 z=0.
Quindi
e Per k =1 abbiamo ottenuto la seguente combinazione lineare
1 2
Vg = VU1 — ZVU2

3 3
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e Se k # 1 il sistema non ammette soluzioni per cui il vettore v4 non si puo esprimere come
combinazione lineare di v1, v € v3.

O

Esercizio 5.15. Si considerino le matrici

0 0 1 k k1
L
Si dica per quali valori del parametro reale k le matrici A, B, C' sono linearmente indipendenti nello spazio
My (R).

SOLUZIONE:

Per stabilire quando le tre matrici sono linearmente indipendenti risolviamo ’equazione xA+yB + zC = 0:

y+kz ky+zl |0 0
kx — 2y — 1z z {00

da culi si ottiene il sistema

y+kz=0 y=0
ky+z2z=0 0=0
=
kx—2y—1z2=0 kx =0
ZZO Z:O

Dobbiamo ora distinguere due casi.
e Se k # 0 otteniamo la sola soluzione © = y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente
indipendenti.
e Se k = 0 otteniamo la sola soluzione z = ¢, y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente
dipendenti.

O

Esercizio 5.16. Si considerino le matrici

ot 2 k+1 [ o 1
A_[Q 1]’ B_L kS}’ C_[2k2 QkJ

a) Si stabilisca per quale valore di k € R le matrici A, B e C sono linearmente dipendenti.
b) Per il valore trovato in a) esprimere B come combinazione lineare di A e C.

SOLUZIONE:
a) Per stabilire quando le tre matrici sono linearmente dipendenti risolviamo l'equazione x A + yB +
zC' = 0:
T+ 2y z+ (k+1l)y+z }_[O 0}
2e+4y+ (2k—2)z —z+(k—=3)y+(2k—-1)z] |0 0
da cui si ottiene il sistema
r+2y=0 1 ) 0 | 0
r+k+1Dy+2=0 N 1 k+1 1 | 0
20 +4y+ (2k-2)z=0 2 4 2k-2 | O
a4+ (k—3)y+ (2k—1)z =0 -1 k=3 26110

Notiamo che le matrici A, B e C' sono linearmente dipendenti se il sistema ammette altre (infinite)
soluzioni oltre a quella nulla * = y = z = 0. Riduciamo quindi a gradini la matrice associata al

sistema:
12 0 |0 12 0 |0
I-110 k=1 1 | 0 0 k-1 1 | o0
mr-20l0 o 2%-2 | o~ 0 0 2%-2 | 0|~
IV+I1 |0 k=1 26—1 | o] Iv—1Irlo 0 26-2 | 0
12 0 |0
0 k-1 1 | 0
0 0 2%-2 ] 0
IV—III |0 0 0 |0
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Dobbiamo ora distinguere due casi.

79

— Se k # 1 otteniamo la sola soluzione x = y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente

indipendenti.
— Se k = 1 otteniamo il sistema
+2y =0 v=—2
xr =
{ Oy =qy=t VteR = —2t-A+t-B4+0-C=0 VteR
z =
z=0

Il sistema ha infinite soluzioni e quindi le tre matrici sono linearmente dipendenti.

b) Per k = 1 abbiamo ottenuto al punto precedente —2t- A+t¢-B+0-C =0 V¢ € R. Ponendo

per esempio t = 1 otteniamo —2A + B = 0, ovvero B = 2A.

Esercizio 5.17. Date le matrici
1 2 2 1 -1 1 0 1
a=[h 3 e e ) e[ )
stabilire se D ¢ combinazione lineare di A, B, C.

SOLUZIONE:
Si tratta di determinare se esiste soluzione dell’equazione
Ax+ By+Cz=D
Esplicitando tale equazione otteniamo:
A I+ RS (i B Pl s A

Quindi:

r+2y—2z=0

0 1 2r+y+z=1

{—1 2} - —r+y+2z=-1

3r+y+3z=2

r+2y—z 2x+y+z
—x+y+2z 3rx+y+3z

Dobbiamo quindi risolvere il sistema lineare non omogeneo di quattro equazioni i tre incognite:

1 2 -1 ] 0 1 2 -1 ] 0 1 2 -1 ] 0
2 1 1 | 1 Ir—2r0 -3 3 | 1 0 -3 3 | 1
11 2 | -1 7rr+rlo 3 1 | -1l 7 rr+1r o o 4 | 0
3 1 3 | 2| 1m-s3rlo -5 6 | 2| s3rv-srfo o 3 | 1
1 2 -1 1] 0
_ 0 -3 3 | 1
0 0 4 |0

41V —-31I17110 0 0 | 4

O

Tornando al sistema notiamo che 'ultima equazione € 0 = 4, quindi il sistema non ammette soluzione e D

non & combinazione lineare di A, B e C.

Esercizio 5.18. Date le matrici

S BB B

stabilire se esistono valori di k per cui C é combinazione lineare di A, B. In caso positivo esprimere tale

combinazione lineare.

SOLUZIONE:
Analogamente all’esercizio precedente si tratta di determinare se esiste soluzione dell’equazione
Ax+ By =C

Esplicitando tale equazione otteniamo:

|z kzx 2y 3y|  |rz+2y kx+3y
Ax—i—By—[O :r}—i_[y Qy]_{ y T+ 2y

O
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Quindi:
r+2y=3 r+2=3 T = r=1
{z+2y ka:JrSy]:{?) 6]:> kr+3y=6 N kx+3=6 N kx =3 N k=3
r4+2y=3 r+2=3 r=1 r=1

Quindi

e Se k = 3 il sistema ammette la sola soluzione z =y=1e¢ A+ B =C.
e Se k # 3 il sistema non ammette soluzione e C' non & combinazione di A e B.

Esercizio 5.19. Siano dati ¢ polinomi

pi(z) =1+x, pg($)=1+2x—|—x2, pg(ac):x—xZ.

2

Esprimere, se & possibile, f(x) = x* —x + 2 come combinazione lineare di p1(x), p2(x), ps(zx).

SOLUZIONE:
Si tratta di stabilire se ’equazione
ap1 () + bpa(z) + cps(z) = f(z)
ammette soluzioni. Esplicitando I’equazione otteniamo:
ap1(z) + bpa(2) + eps(x) = a(l + x) + b(1 4 22 + 2%) + c(z — 2?)
=(b-c)z’+ (a+2b+c)x+ (a+b)

Quindi
b—c=1
(b—c)x®’+(a+2b+c)x+(a+b)=2>—2+2 ={a+2b+c=—1
a+b=2
Risolviamo ora il sistema
01 -1 | 1 IIft 1 0 | 2 11 0 | 2
12 1 | -1 = 12 1 | —-1|=I1-1{0 1 1 | -3
11 0 | 2 Ilo1 -1 ] 1 01 -1 | 1
11 0 | 2 T @ =2 z1 =3
= 0 1 1 | 3| =12 t+ax3=-3 ={10=-1
Ir—1rlo o —2 | 4 C9ws—4 oy = —2

Quindi

L’esercizio poteva essere svolto in maniera leggermente semplificata osservando che a ogni polinomio
possiamo associare il vettore formato dai suoi coefficienti dopo avere scelto un ordine per 'insieme B =
{xQ, T, 1}. La giustificazione precisa di questo fatto verra data dopo avere introdotto il concetto di
base, ma possiamo intanto osservare che ogni vettore ¢ univocamente determinato dai suoi coefficienti e
che la somma e il prodotto per scalari sono definiti in maniera analoga tra vettori e tra polinomi. Di
conseguenza ai polinomi p1 (), p2(z) e ps(x) possiamo associamo i tre vettori

p1=(0,1,1)
p2 =(1,2,1)
p3 =(-1,1,0)
f=01,-1,2)

1l polinomio f(z) & combinazione lineare di p;(x), pa(x), ps(x) se il vettore f ¢ combinazione lineare
dei vettori p1, p2, ps. Risolvendo 'equazione ap; + bpy + cps otteniamo il sistema a cui € associata la
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matrice
01 -1 | 1
12 1 | -1
11 0 | 2

che e infatti la stessa che abbiamo ottenuto con il precedente metodo.
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CAPITOLO 6

Determinante e inversa di una matrice

Esercizio 6.1. Calcolare il determinante delle sequenti matrici:

NN

2 3 =2 2 -2 =2 7T 0 0
cC=1(1 -2 0 D=|1 1 0 F={1 1 0
0 -1 2 -3 4 0 -3 4 -3
Esercizio 6.2. Calcolare il determinante delle sequenti matrici:
1 2 30 11
=l ) t=lo 1] sl
1 -4 2 -2 0 0 1 -1 3
Ay=10 2 -1 As=|0 1 0 Ag=1(1 1 2
0 0 5 0 0 3 2 0 7

Esercizio 6.3. Calcolare il rango della sequente matrice A, utilizzando il calcolo del determinante.
1 k42 0
A= k-1 0 4—k keR
1 2k —3 0

Esercizio 6.4. Calcolare lVinversa delle sequenti matrici (invertibili) utilizzando il metodo della riduzione
a grading.

1 -1 3
A= B _21} B=1|1 1 2
2 0 7
Esercizio 6.5. Dopo avere stabilito se le sequenti matrici sono invertibili calcolarne 'inversa:
1 2 30 11
-l ) t=fp ] t=la
1 -4 2 -2 0 0 1 -1 3
Ay=10 2 -1 As=|0 1 0 Ag=1(1 1 2
0 0 5 0 0 3 2 0 7
Esercizio 6.6. Sia A la matrice reale
1 0 1
A= |k 1 2
0 21

a) Calcolare il determinante di A e stabilire per quali valori di k la matrice ¢ invertibile.
b) Trovare la matrice inversa di A per k = 1.

Esercizio 6.7. Sia A la matrice reale

k k-1 k
A=10 2t—-2 0 (k reale).
1 k-1 2-k
a) Si determini per quali valori di k la matrice A é invertibile. Si calcoli la matrice inversa di A per
k=-—1.
b) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
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Esercizio 6.8. Sia A; la matrice reale
0 ¢t O
Ay=1 1 ¢ (t reale).
2 t 1

Stabilire per quali valori di t la matrice A; e invertibile.

Esercizio 6.9. Sia A la matrice reale

1 -2 0
A= |3k 8+2k k-1 (t reale).
0 8k+8 0

a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Esistono valori di k per i quali la matrice é invertibile?
Esercizio 6.10. Sia A la matrice reale

2 0 5
A= |—-4k 4k—-1 k-2 (t reale).
0 1-4k 0

a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Esistono valori di k per i quali la matrice é invertibile?

Esercizio 6.11. Sia A la matrice reale

1 k 0
A=10 1 k-4 (k reale).
2 kK 0

a) Stabilire per quali valori di k la matrice A é invertibile.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente determinare Uinversa di A.

Esercizio 6.12. Sia A la matrice reale
k
0

2 2
A= |1 2 (k reale).
0 0

w

k

a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Si determini il valore di k tale per cui la matrice A abbia determinante uguale a uno. Per tale
valore di k, si calcoli la matrice inversa di A.

1. Suggerimenti

Una matrice (quadrata) A & invertibile se esiste una matrice, indicata con A~!, tale che AA~! =
ATTA=1.
Condizione necessaria e sufficiente affinche una matrice quadrata A sia invertibile & che sia det(A) # 0.

Per calcolare I'inversa di una matrice utilizzeremo due metodi:

e Si affianca alla matrice A la matrice identica e si riduce A a gradini in forma normale (cioé con
tutti 1 sulla diagonale e 0 altrove). La matrice in cui & stata trasformata la matrice identica &
l'inversa A~L.

o Si utilizzano le formule:

A71 — 1 / ]T
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dove
a;; = complemento algebrico di a;;

= (—1)""7 . det(matrice ottenuta da A eliminando la riga i e la colonna )

Rango.

Per calcolare il rango di una matrice possiamo utilizzare i sottodeterminanti oppure i pivot. Infatti
valgono le seguenti proprieta:

(1) Il rango di una matrice A corrisponde al massimo ordine di una sua sottomatrice (quadrata) con
determinante non nullo.

(2) Il rango di una matrice A corrisponde al numero dei suoi pivot, una volta che A & stata ridotta
a gradini.

(3) Il rango di una matrice A & uguale al numero di righe linearmente indipendenti.

(4) 1l rango di una matrice A & uguale al numero di colonne linearmente indipendenti.

Talvolta per calcolare il rango di una matrice puo essere utile utilizzare un metodo misto di riduzione
e di calcolo dei determinanti. Infatti, sia A una matrice e A’ la matrice ottenuta da A con qualche passo
di riduzione a gradini. Allora rg(A) = rg(A’). In particolare se A & quadrata det(A) = 0 se e solo se
det(A") = 0.

Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice quadrata A sia invertibile ¢ che sia det(A) # 0,
ovvero che rg(A) sia massimo.

2. Soluzioni

Esercizio 6.1. Calcolare il determinante delle sequenti matrici:

[ e[

2 3 =2 2 -2 =2 7 0 0
C=11 -2 0 D=1 1 0 F=]11 1 0
0 -1 2 -3 4 0 -3 4 -3

SOLUZIONE:

det(A)=2-(-2)—-1-3=-4-3=-7
det(B)=0—-2-3=-6
Per calcolare il determinante di C' sviluppiamo secondo la terza colonna:
1 -2 s o [203
0 _J +2-(-1) det L _2}
=—2-(-1)+2-(-7)=2-14=-12

det(C) = —2- (=1)*"3 . det {

Analogamente per calcolare il determinante di D sviluppiamo secondo la terza colonna:

1 1

det(D) = —2- (—=1)'"3 . det [_3 A

] =-2.-(")=-14
Per calcolare il determinante di F' sviluppiamo rispetto alla prima riga. Notiamo che il determinante
di F risulta il prodotto degli elementi della diagonale:

1 0

det(F) =7 (=1)"! - det L 3

}_7~1~(3)_21
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Esercizio 6.2. Calcolare il determinante delle sequenti matrici:

1 2 3 0 1 1
=y 2 A=y 4 =y
1 -4 2 -2 0 0 1 -1 3
Ay=10 2 -1 As=10 1 0 Ag=11 1 2
0 O 5 0 0 3 2 0 7
SOLUZIONE:

Cominciamo dalle matrici 2 x 2:

det(4;)=1-(-1)—2-2= -5
det(43) =3-1=3
det(43)=1-3-2-1=1

Consideriamo ora le matrici 3 x 3.
Per la matrice A4 sviluppiamo il determinante rispetto alla prima colonna:

2 -1 -4 2 -4 2
det(A;;)zl-det{O 5}—0-det[o 5}+0-det[2 _1}:1-(10):10

Per la matrice A possiamo sviluppare il determinante indifferentemente rispetto alla prima colonna o
alla prima riga:

0 3
Per la matrice Ag ci conviene sviluppare il determinante rispetto alla seconda colonna:

det(Ag) = —(—1) - det B i] +1-det B i] —1.(T-4)+1-(T-6)=3+1=4

det(As) = —2 - det {1 0] =-6

|
Esercizio 6.3. Calcolare il rango della sequente matrice A, utilizzando il calcolo del determinante.
1 k42 0
A= k-1 0 4—k keR
1 2k —3 0
SOLUZIONE:

Per calcolare il rango di A utilizziamo la seguente proprieta.

Il rango di una matrice A corrisponde al massimo ordine di una sottomatrice quadrata di A con deteminante
non nullo.

Cominciamo quindi a calcolare il determinante di A per stabilire quando rg(A) = 3.
Sviluppiamo rispetto alla terza colonna:
det(A)=—(4—-k)-2k—-3—-(k+2)]=(k—4)(k—5)
Quindi det(4A) =0se k=40 k =5.
Di conseguenza:

e Se k # 4, 5, la matrice ha determinante non nullo, quindi rg(A4) = 3.
e Se k = 4 la matrice A diventa:

1 6 0
A=115 0 0
1 5 0

Sappiamo gia che rg(A) < 2. Per stabilire se ha rango 2 basta trovare una sottomatrice 2 X 2 con
determinante non nullo. In effetti in A troviamo per esempio la sottomatrice:

1 6
B= [15 0} det(B)=—-15-6#0
quindi rg(4) = 2.
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e Se k = 5 la matrice A diventa:

1 70
A=124 0 1
1 70

Sappiamo gia che rg(A) < 2. Per stabilire se ha rango 2 basta trovare una sottomatrice 2 X 2 con
determinante non nullo. In effetti in A troviamo per esempio la sottomatrice:

C= [g (1)] det(C) =7 #0

quindi rg(4) = 2.

Esercizio 6.4. Calcolare linversa delle matrici (invertibili)

1 -1 03
AB _21} B=|1 1 2
2 0 7

utilizzando il metodo della riduzione a gradina.

SOLUZIONE:

e Consideriamo la matrice A e procediamo affiancando ad A la matrice identica 2 x 2 prima di
calcolare rref(A):

12 | 10] 1 2 | 1 0
2 -1 ] 01 Ir—-2r0 -5 | -2 1
N [1 2 | 1 O]:I—ZH[I 0 |§ g}
2 1
-1/511(0 1 | 2 -1 01| £ -1

Di conseguenza
1 2 11 2
A_1 - |:g 51:| ~5 |: :|
5 —s5] 5(2 1

e Consideriamo la matrice B e procediamo affiancando a B la matrice identica 3 x 3 prima di

calcolare rref(B):
1 -1 3 ] 100 1 -1 3 1 00
1 1 2] 010 = II-T |0 2 -1 | -1 10 =
2 0 7| 001 Irr—2rjo 2 1 | -2 0 1
1 -1 3 | 1 0 0 1 -1 3 | 1 0 0
1211 {0 1 -3 | -1 1 o] = 01—%|_%% 0
Irr—Iirjo o 2 | -1 -1 1 121110 0 1 | -5 -3 3
I-311T [1 -1 0 5 % -3 I+II[1 0 0O 7 % -3
$H+1/2HIO10\—% o % = 010\7% : %
1 1
00 1| -5 -3 3 001 | -3 -5 3
Di conseguenza
7 7 5
T T N
B! = —% o % =703 11
1
3 T3 3 -2 -2 2

Notiamo che se M € M, x, ¢ una matrice tale che rref(M) = I, allora rg(M) = n, quindi:
una matrice n X n ¢ invertibile se e solo se ha rango n.
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Esercizio 6.5. Dopo avere stabilito se le sequenti matrici sono invertibili calcolarne 'inversa:

1 2 30 1 1
=l 2 a=p Y) ai=1y 4
1 -4 2 -2 0 0 1 -1 3
As=1(0 2 -1 As=10 1 0 Ag=11 1 2
0 O 5 0 0 3 2 0 7
SOLUZIONE:

e Poiche det(A;) = —1 — 4 = —5 la matrice A; & invertibile. Inoltre

A o

/ 1 1+ 2 5 5

/l ( )2 = AII _

ay = (—1)**12 = 2 1

ahy = (~1)2+21 = C

e Counsideriamo As. Poiche det(A2) =3 -1 =3 # 0, la matrice Ay ¢ invertibile. Inoltre

dy = (-1 =1 -
/ 1 1+20 =0 B 3
/1 - )2+1 = Ayl =
'2 (~1)+23 = 3

afy = (—1)*13 =3

’/ frng —1 1+22 = _2 -
a/12 ( )2+1 = A3 = [32 11]
ag = (-1)*T1=-1 -
dhy = (1221 =1

e Poiche det(A4) = 10 # 0, la matrice A4 & invertibile. Inoltre

2 -1
ayy = (—1)* det [0 5] =10

0 -1
ajy = (—1)12 = det =0
b= (1) [0 i

2
ahy = (—1)**? = det 5]25 = A'=10 3 &
—4 1
ahz = (—1)**® = det 0]—0 0.0 3
-4 2
ahy = (—1)3t1 det =0
= e |2
. 1 2
Ly = (—1)3+2 = det —1
az; = (=1) 0 -1
1 —4
ahs = (—1)313 = det =2
53 = (—1) 0 2
e Poiche det(As) = —6 # 0, la matrice A5 & invertibile. Inoltre
(1/1123 allzzo a/13:0
as =0 agy = —6 ap3 =

— ro_ —
az =0 azy =0 azy = —2
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Quindi
0 0

Ast=10 1 0

0 0 %
e Poiche det(Ag) = 4 # 0, la matrice Ag & invertibile. Inoltre
ayp, =7 aly =—3 als = —2
ay, =7 ahy =1 ahyy = —2
ag; = —5 agy = ags =2
Quindi
7 7 _5
1 1 1
I
1 1 1
2 2 2

Esercizio 6.6. Sia A la matrice reale
1 0 1
A=1k 1 2
0 2 1

a) Calcolare il determinante di A e stabilire per quali valori di k la matrice é invertibile.
b) Trovare la matrice inversa di A per k = 1.

SOLUZIONE:
a)
det(A)=(1—4)+2k=2k-3

La matrice A ¢ invertibile se il suo determinante & diverso da zero, ovvero se k # %

b) Calcoliamo linversa di A dopo avere posto k = 1, nel quale caso det(A) =2 —3 = —1.

ay; = -3 aly = —1 aly =2
ay =2 agy =1 ag = —2
aél == _1 aéz = _1 ag:s == 1
Quindi
3 -2 1
At =11 -1 1
-2 2 -1

89

In alternativa per calcolare I'inversa di A potevamo calcolare rref(A) dopo avere affiancato a A,

con k = 1, la matrice identica:

101 | 100 1 o1 | 1 00

112 | 010=II-I|011] -110

021 1] 001 021 1] 0 01
1o 1 | 1 0 0

= 01 1 | -1 1 0f=

Irr—2r1(0 o -1 | 2 -2 1

I+III 1 0 0 | 3 -2 1 3 -2 1

Ir+r1rjo 1 0o | 1 -1 1|= At=11 -1 1

—II71 |0 0 1 | -2 2 -1 -2 2 -1



90 6. DETERMINANTE E INVERSA DI UNA MATRICE

Esercizio 6.7. Sia A la matrice reale
k k-1 k
A=10 2k-2 0 (k reale).
1 k-1 2-—k

a) Si determini per quali valori di k la matrice A é invertibile. Si calcoli la matrice inversa di A per
k=-1.

b) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.

SOLUZIONE:

a) Una matrice quadrata ¢ invertibile se ha determinante diverso da zero, ovvero se ha rango
massimo. Calcoliamo quindi il determinante di A sviluppando rispetto alla seconda riga:

det(A) = (2k —2) - [k(2 — k) — k] = (2k — 2)(—k® + k)
Quindi det(A) = 0 se
% -2=0= k=1
k2 +k=0 = k=00k=1

Infine A ¢ invertibile se k # 0 e k # 1.

Calcoliamo 'inversa di A quando k& = —1 con il metodo dei complementi algebrici. Notiamo
che per k = —1 si ha

-1 -2 -1
A=1]10 -4 0 det(A) =8
1 -2 3
Inoltre
Ay =-12 Ay =8 Ay =—4 -2 1 -3
Al = A =-2 AL, = = ATl = (1) *% (1)
/ / /
Alg =4 Aly=-4 A =14 i -3 1
In alternativa possiamo calcolare 'inversa di A quando & = —1 con il metodo della riduzione:
-1 -2 -1 ] 1 00 -I |1 2 1| -1 0 O
0 -4 0 | 01 0=-1/4IT|10 1 0| 0 -1 o=
1 -2 3 | 00 1| III+Il0 —4 2] 1 0 1
121 ] -1 0 0] [I-2II[1 0 1] -1 %1 0
0 1 0 | 0 —i 0| = 01 0] O —% 0
IIT 44110 0 2 1 -1 1 12111 (0 0 1 | § -5 %
I II1 -3 1 -1 -3 1 -1
0 —% 0 = A'=1|0 —% 0
0 01 i "3 3 i 3 3
b) Abbiamo visto che se k # 0, 1 la matrice ha determinante non nullo, quindi in questi casi rg(A) =
3. Inoltre:
— Se k=0, A diventa
0 -1 0 IIr 1 -1 2 1 -1 2
0 -2 0|=1/2IT|0 -1 0| = 0 -1 0 = rg(A) =2
1 -1 2 I |0 -1 0 IIr—I1r7{0 0 o0
— Se k=1, A diventa
1 0 1 1 0 1
0 0 0] = 0 0 0 = rg(A) =1
1 0 1 IIrT—-11r10 0 0

Esercizio 6.8. Sia A; la matrice reale
0 ¢t O
Ar=|1 1 ¢ (t reale).
2 t 1

Stabilire per quali valori di t la matrice Ay € invertibile.
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SOLUZIONE:

Ay ¢ invertibile se il suo determinante ¢ diverso da zero, ovvero se il suo rango ¢ 3. Riduciamo quindi A4 a
gradini per stabilire se e invertibile.

1|1 1 ¢ 1 1 t 1 1 t
I1{0 t 0= 0 t 0 =IIT|10 t—2 1-—2t
2 t 1 IIr—2r{0 t—2 1-2t 11 |0 t 0
Scambiando ora la seconda e terza colonna otteniamo:
1 t 1
0 1—-2t t—2
0 0 t
Quindi A; ha rango 3, cioe A; e invertibile, se ¢ # 0, %
In alternativa potevamo calcolare direttamente il determinante:
det(A;) = —t(1 — 2t)
e A ¢ invertibile se det(A;) # 0, ovvero se t # 0, 1.
|
Esercizio 6.9. Sia A la matrice reale
1 -2 0
A= 3k 8+2k k-1 (t reale).
0 8k+38 0

a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Esistono valori di k per i quali la matrice é invertibile?

SOLUZIONE:

a) Riduciamo A a gradini:

1 -2 0 1 =2 0
II —-3kI|0 848k k—1| = 0 8+8k k-1
0 8k—+8 0 1I1-1110 0 —k+1
Quindi:

— Se k # £1, la matrice ha 3 pivot, quindi rg(A) = 3.
— Se k=10 k= —1, la matrice ha 2 pivot, quindi rg(A) = 2.

b) Una matrice quadrata ¢ invertibile se ha rango massimo. In questo caso A ¢ invertibile quando
ha rango 3 cioe se k # £1.

O
Esercizio 6.10. Sia A la matrice reale
2 0 5
A= |—-4k 4k—-1 k—2| (k reale).

0 1-—-4k 0
a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Esistono valori di k per i quali la matrice é invertibile?

SOLUZIONE:
a) Riduciamo A a gradini:

2 0 5 2 0 5
IT+2kI|0 4k—1 11k—2| = 0 4k—-1 11k -2

0 1-—4k 0 III1+1110 0 11k — 2
Quindi:

— Se k # i 1—21, la matrice ha 3 pivot, quindi rg(A) = 3.
— Se k= i ok= 12—1, la matrice ha 2 pivot, quindi rg(A) = 2.

b) Una matrice quadrata ¢ invertibile se ha rango massimo. In questo caso A ¢ invertibile quando
ha rango 3 cioe se k # 1, 2

-

O
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Esercizio 6.11. Sia A la matrice reale
1 k 0
A=10 1 k-4 (k reale).
2 k 0
a) Stabilire per quali valori di k la matrice A ¢ invertibile.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente determinare l'inversa di A.
SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il rango di A riducendola a gradini, ricordando che una matrice ¢ invertibile se ha

rango massimo (in questo caso 3):

1 k0 1 k 0
0 1 k—4|= 01 k—4
II—210 -k 0 IIT+KII|0 0 k(k—4)

A ha tre pivot, e quindi rango 3, se k(k —4) # 0. Quindi A & invertibile se k # 0, 4.

b) Per determinare l'inversa di A calcoliamo rref(A) dopo avere affiancato a A la matrice identica,
tenendo conto delle condizioni k # 0, 4:

1Lk 0 | 100 1 k& 0 | 1 00
01 k-4 | 0 1 0f = 0 1 k-4 ] 0 1 0=
2k 0 | 00 1| Ir-2000 -k 0 | -2 0 1
I+IIT [1 0 0 | -1 0 1 1 oo | -1 0 1
01 k=4 | 0 1 O|=>II—+IIT|0 1 0 | 2 0o -1
INT+KIT|0 0 k(k—4) | -2 k 1 w0 01 | i3y v e
Quindi
-1 0 1
— 2
ATl = , 0 —ﬁ VE # 0,4
k(k—4) k-4 k(k—4)
0
Esercizio 6.12. Sia A la matrice reale
2 2 k
A=1(1 2 0 (k reale).
0 0 3k

a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Si determini il valore di k tale per cui la matrice A abbia determinante uguale a uno. Per tale

valore di k, si calcoli la matrice inversa di A.

SOLUZIONE:
a) Ricordiamo che una matrice ha rango massimo, in questo caso 3, se ha determinante diverso da
Z€ero.

det(A) =26k — 1 -6k = 6k

Quindi se k # 0 la matrice ha rango 3. Per k = 0 la matrice A diventa:

2 2 0 2 2 0
A=11 2 0| =2[T-1|0 -2 O
0 0 0 0 0 0

e per k = 0 la matrice ha rango 2.
1
b) Abbiamo visto che det(A) = 6k, quindi A ha determinante 1 se k = 6

1
Calcoliamo l'inversa di A quando k = g con il metodo dei complementi algebrici. Notiamo

1
che per k = G si ha

det(4) =1

b

I
O = N
S NN
= O o=
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Inoltre
A/11:11 A/21:_1 Aélz_lé L 11
Al =0 Ahy=0 Ay =2 0
Oppure calcoliamo I'inversa con il metodo della riduzione:
2 2 & | 100 1211 1 &% | 4 00
120 ] 01 0= 12 0 | 01 0=
00 001 20I00C 1 | 00 2
11 4 3 00 I—1/12I1T [1 1 0
II-110 1 —35 | —3 1 0| =>II+1/12II1|{0 1 0
00 1 0 0 2 0 0 1
I-II[1 0 0 | 1 -1 —% 1
= 010 ] -3 1 & =  Al=|-1
001 ] 0 0 2 0
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1
-1 5
L
0 2
1 1
3 0 76
-3 1 5
0 0 2
1
-1 3
L5
0 2






CAPITOLO 7

Rango: Rouche-Capelli, dimensione e basi di spazi vettoriali.

Esercizio 7.1. Determinare il rango delle sequenti matrici al variare del parametro t € R.

1 -4 2 (1) tfl _21 103 ¢t
A =10 t+1 -1 A= |0 o 43 Ag=12 1 2 t+1
0 0 t-3 0 0 . t 0t 0

Esercizio 7.2. Siano v,w € R" wvettori colonna. Dimostrare che la matrice A = vw? € M, (R) ha
rango 0 oppure 1.

Esercizio 7.3. Determinare per quali valori del parametro reale t il sistema Ax = b e compatibile
(cioé ammette soluzione). In tali casi determinare esplicitamente le soluzions.

-1 3 0 2
A=11 2 -1 b= |1
0 0 2t+1 )

Esercizio 7.4. Si considerino le matrici (dove k é un parametro reale)

6k 4 -2 2 0
k+1 4 -1 1 .
—2%k-1 -2 1 —1|’
2%+3 2 0 0

A:

N O =

a) Si stabilisca il rango di A ol variare di k.
b) Si stabilisca per quali valori di k il sistema lineare Az = b ¢é risolubile e in tali casi se ne
determinino le soluzioni.

Esercizio 7.5. Si dica per quali valori di k il sistema di equazioni lineari:
r+y=1
kx+y+z=1-k (k parametro reale)
y+(1—-k)z=1

ammette un’unica soluzione.

Esercizio 7.6. Si consideri il sistema di equazioni lineari:
21‘1 — X9 = k
1 —x9 —x3 =0 (k parametro reale)
I17k1’2+kx3:k

a) Si dica per quali valori di k il sistema é compatibile e quando ha infinite soluzioni.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

Esercizio 7.7. Si consideri il sistema lineare
—r+2y+3z2=k+3
2z +6y+(k+7)z=2k+9
r—4dy—22=k—2
3r—6y+ (k—T)z2=k—k-9

(k parametro reale)

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette una unica soluzione e per quali k ne ammette
infinite.
b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema.

95
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Si consideri il sistema di equazioni lineari:
kx+ky+ k%2 =4
r+y+kz =k
x4 2y + 3z =2k

Esercizio 7.8.

a) Si dica per quali valori del parametro reale k il sistema é compatibile.
b) Esistono valori di k per i quali il sistema ha infinite soluzioni?

Esercizio 7.9. Si considerino le matrici
1 0 1 3
1 1 1 5
A= 1 -1 k+2 k-1 b=
1 0 k+2 2k-1

TN =

con k parametro reale.

a) Si risolva il sistema Az = b al variare del parametro k.
7 1
b) Si stabilisca per quali valori di k il vettore v = (—3, -2, 3’ 1) appartiene all’insieme Sol(Ax = b).

Esercizio 7.10. Dato il sistema
r+kz=1
z+(k-1ly+(k+1)z=1
r+(k—Dy+ (k*+4k+3)z2=k+3

determinare per quali valori di k € R il sistema ammette soluzioni. In tali casi stabilire anche se ne
ammette una o infinite.

Esercizio 7.11. Si consideri il sistema lineare
r+ky+z=2k—-1
kx4+y+z2=5
r+y+kz=0

(k parametro reale)

a) St dica per quali valori di k il sistema é risolubile.
b) Si dica per quali valori di k il sistema ammette un’unica soluzione.

Esercizio 7.12. Si consideri il sistema di equazioni lineari

kx4+y+z =1

y+z =k (k parametro reale)

3r+ky+2z =2
a) Discutere lesistenza e unicita di soluzioni del sistema lineare al variare di k € R.
b) Determinare le eventuali soluzioni del sistema al variare di k.

Esercizio 7.13. Si consideri il sistema lineare
(1+kzxz=0
k =2
yt+ztw (k parametro reale)
c+kz+2w==k
r+kw=0
a) St dica per quali valori di k il sistema ammette una unica soluzione.
b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema per k = 0.

Esercizio 7.14. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

.I‘l—xgzt—Q
tI1+(t74)fE2:O
2.’E1+(2—2t)$2:2t—4

(t parametro reale)

a) Si dica per quali valori di t il sistema & compatibile.
b) Per i valori di t che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.
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Esercizio 7.15. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

.Il—(k+1)l‘2:k
2¢, — 229 = 2k (t parametro reale)

(k+2)z1 + (k—2)z5 =0

a) Si dica per quali valori di k il sistema é compatibile.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

Esercizio 7.16. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

]{3:1?1—374:1

2 =
Z:]: +1)9173 +(2k ) o (k parametro reale)
_ T — Tro = -
kxy + kxo = 2k

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette soluzione, specificando se e quando ne ammette
una o infinite.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, si determinino le sue soluzioni.

Esercizio 7.17. Al variare del parametro reale k, si risolva il sistema di equazioni lineari omogenee:
2kxo + 13 — 14 =0
1 —2x3+ kry =0 (t parametro reale)
1 —2kxs +x4 =0

Esercizio 7.18. Si consideri il sistema lineare dipendente dal parametro reale k

I1+k172+1‘3+1‘4:1
T+ To+2x3+x4=1
kx, +kxy =1

a) Si determini per quali valori di k il sistema ammette soluzione.
b) Si stabilisca se esistono valori di k per i quali il sistema ha soluzione unica.

Esercizio 7.19. Si consideri lo spazio vettoriale N(A) dato dalle soluzioni del sistema omogeneo
Az =0 con

8k+1 k+4 0 k+8

_ 2k 0 1 2k +2
A= 0 0 K+ 4 0 k parametro reale.
k 0 k+2 k+3

a) Si stabilisca per quali valori di k lo spazio N(A) é nullo: N(A) = {(0,0,0,0)}.

b) Per i valori di k esclusi al punto precedente si determini una base di N(A).

Esercizio 7.20. Si consideri la matrice

1 0 -2
-1 1 3
A= 2 1 =3
0 1 1

a) Indicare basi per lo spazio delle righe e per lo spazio delle colonne di A.
b) Esistono valorit € R per cui il sistema Ax =b, con b= (1,1,t,t) ammetta soluzione?

Esercizio 7.21. Si consideri la matrice
2 6 2k + 2
A=|3 k+11 5k+7
-1 -3 k2 -3
dove k & un parametro reale.

a) Si calcoli il rango di A.
b) Si stabilsca per quali valori di k il sistema Az = b ha soluzione per ogni b € R3.
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Esercizio 7.22. Siano dati i sequenti vettori di R>:
v =(2,1,1), vy = (—1,1,2), vz = (3,-2,-1), vy = (4,—1,-2).
Stabilire se vy é combinazione lineare di vy, vy € vs.
Esercizio 7.23. Siano dati i sequnti vettori di R?:
v = (1,1,1), vy = (2,7,7), v3 = (0,k* +2,3), ve = (1, k+3,k%+2).

Stabilire se vy € combinazione lineare di vy, vo e v3 al variare del parametro k.

Esercizio 7.24. Determinare per quali valori del parametro reale k i sequenti vettori formano una
base di R®.

v1 = (1)27 _2)a V2 = (17 1a _3)7 v3 = (35 77k - 6)

Esercizio 7.25.

a) Mostrare che i vettori
vy =(0,1,1), we=(-1,k,0), ws3=(1,1,k)

sono linearmente indipendenti per ogni valore di k € R.
b) Esprimere il vettore v = (2,1,2) come combinazione lineare di v1,ve, vs.

Esercizio 7.26. In R?® siano
vy = (k,2,1), vy =(-2,1,0), w3=1(0,1,1), (k parametro reale)

a) Si stabilisca per quali valori di k i tre vettori costituiscono una base di R3.
b) Per i valori trovati al punto a), si calcolino le coordinate del vettore v = (—2,1,2) rispetto a tale
base.

Esercizio 7.27. Si consideri il sottospazio V = (vy,vs,v3) di R° generato dai vettori
v = (-1,1,2,1,0), v =(0,2,1,1,0), v3 = (1,1,—1,0,0).

a) Trovare una base di V.
b) Determinare le coordinate del vettore v = (—2,6,6,4,0) € V rispetto alla base trovata al punto

a).
Esercizio 7.28. Sia V il sottospazio di R® generato dai vettori:
v = (2,1,1), vy = (—1,1,2), vy = (3,-2,-1), vy = (4,-1,-2).

Determinare una base di V. Esprimere inoltre vy, va, vs € v4 come combinazione lineare degli elementi di
tale base.

Esercizio 7.29. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori:
v =(2,1,2,1), vy = (6,7,8,5)
vz = (2k, k + 8,3k + 3,2), vg = (0, 2k, 2k, 1).

Determinare una base di V' al variare del parametro k. Esprimere inoltre vy, va, v3 € v4 come combinazione
lineare degli elementi di tale base.

Esercizio 7.30. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori:
vy = (0,k—1,k* - 1,3k — 2), vy = (1,3,0,3), vy = (-1,-2,1,-1).

Determinare la dimensione e una base di V' al variare del parametro reale k.

Esercizio 7.31. Sia W il sottospazio di R* generato dai vettori {v1, v, v3,v4}:
vy = (-1,1,-1,1), vy = (1,k,3,4), vy = (1,—-1,k,1), vy = (0,0,1,k)
Si calcoli la dimensione di W al variare di k € R.
Esercizio 7.32. Si considerino i vettori di R*

o1 = (3,-1,2,0), wo=(—6,2,-4,0), wvs=(—3,k k—3,0)
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a) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vy appartiene al sottospazio W = (v1,v9) generato da
V1 € Ug.
b) Si trovi, al variare di k, una base di W e una base del sottospazio (v1,v2,v3).

Esercizio 7.33. Si considerino i vettori di R*
U1 = (172771?3)7 V2 = (72774a2a76)7 U3 = (376ak7633k)
a) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vs appartiene al sottospazio W = (v1,vs) generato da
V1 € V.

b) Si trovi, al variare di k, una base di W e una base del sottospazio (v1,v2,v3).

Esercizio 7.34. Sia V = ((vy, ve, vs, v4 ) con
vy = 3,7,k + 1,2k +2), ve =(2,2k+2,0,0), vz =(1,1,0,0), vg = (=3,-7,-1,2k)
a) Si determini la dimensione di V' al variare di k € R.
b) Si determini una base di V' al variare di k € R.

Esercizio 7.35. Determinare una base dei sequenti sottospazi W di R3:
(1) W=((1,2,5),(—3,—6,—15))
(2) W ={((1,2,5),(-3,—6,—15),(2,1,0))
(3) W={((-1,2,0),(0,1,-1),(1,-1,2))

Esercizio 7.36. Sia V = ( vy, va, vs ) con
v =(k+3, k+3,0), wv=(0,3 k+2), wvs=(0, 3k, k)

a) Si stabilisca per quali valori di k € R lo spazio V' coincide con R3.
b) Si determini la dimensione una base di V' al variare di k € R.

Esercizio 7.37. Sia V' lo spazio vettoriale generato dai vettori vy = (1,—2,4,0), vy = (2,3,—-1,1) ¢
vy = (0,-1,3,0):
V - <U1a V2, U3>
(1) Determinare la dimensione dello spazio vettoriale V.
(2) Determinare se il vettore vy = (3,1,3,1) appartiene a V. In caso positivo esprimere vy come
combinazione lineare di vy, vy e v3.
(3) Determinare la dimensione dello spazio vettoriale W = (v1, va, vs, v4).
Esercizio 7.38. Sia
V={((1,1,2,-1), (2,k+3,4,-2), (0,1,1,k* —=1))
con k parametro reale.

a) Si determini la dimensione di V al variare di k € R.
b) Si stabilisca per quali valori di k € R il vettore vy = (3,3, k + 6,—3) appartiene a V.

Esercizio 7.39. Sia V = (v1,v9,v3) lo spazio vettoriale generato dai sequenti vettori:
v =(1,1,2), vu=(0,k—1,k—1), wvs=(2,1,k+5)
dove k € un parametro reale.
a) Determinare una base e la dimensione di V' al variare del parametro k.

b) Stabilire per quali valori di k il vettore vy = (1,3,4) appartiene a V. In caso positivo esprimere
vg4 come combinazione lineare di vi,vs € V3.
Esercizio 7.40. Si considerino i sequenti vettori di R*:
v1 =(1,0,3,1), v =1(-3,-3,-3,0), wvs=(0,k+1,k+1,0), wvy=(k—1,1,3k—52k—5),
dove k & un parametro reale, e sia V = (v1,va,v2,v4).
a) Si stabilisca per quali valori di k lo spazio V' coincide con R
b) Si determini la dimensione e una base di V al variare di k.
Esercizio 7.41. Si consideri l’insieme
S={(k+1,k+1,0,2k), (0,2k,0,0), (1,3k,0,1), (1,5k,1,k) }.

a) Si stabilisca per quali valori di k Uinsieme S & una base di R*.
b) Posto k = —1 si trovino le coordinate del vettore v = (1,1,0,1) rispetto alla base trovata.
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Esercizio 7.42. Sia W il sottospazio di R* generato dai vettori
vy =(k,1,1,2), wve=(0,1,0,1), wvs=(k,0,1,1).
a) Al variare del parametro k, trovare una base di W.
b) Si completi la base trovata in a) ad una base di R*.
Esercizio 7.43. Sia V = (v1,v9,v3) il sottospazio di R* generato dai vettori
vy = (k,0,0,1), va = (2,0,0,0), vs = (2,0,k,0) (k parametro reale).
a) Trovare una base di V al variare del parametro k.

b) Posto k =0, completare la base trovata al punto precedente ad una base di R
c) Stabilire per quali valori di k il vettore w = (—=3,0,—1,1) appartiene a V.

Esercizio 7.44. Sia
B= { (_2,070)7 (13 k, _1)3 (17 _]-7 k) }
a) Trovare i valori del parametro k per cui B é una base di R2.

b) Per il valore k = 3, determinare le coordinate dei vettori v = (—3,2,1) e w = (0,1,2) rispetto
alla base B.

Esercizio 7.45. Si considerino i vettori di R®*: v; = (1,2,1), vy = (1,1,-1), vs = (1,1,3), wy =
(2737 71)3 Wz = (15 27 2)7 w3 = (17 17 73)
a) Si calcoli la dimensione dei sottospazi V = (v1,v2,v3), W = (wy, wa, ws).
b) Si trovi una base del sottospazio intersezione V.NW.
Esercizio 7.46. Si considerino i sequenti sottospazi di R>:
U={(z,y,2) €ER® |z — 2y + 2 =0}
V= <(17 0, 1), (17 2, 1)7 (11 0, 1)>

a) Determinare una base e la dimensione di U e di V.
b) Determinare una base e la dimensione di UNV.
b) Determinare una base e la dimensione di U + V.

Esercizio 7.47. Si considerino i sequenti sottospazi di R*:
U ={(0,1,1,0)a + (0,0,0,1)b | a,b € R}
V={(z,y,z,w) eR | 4+ y =0, z =2z}

a) Determinare una base e la dimensione di U e di V.
b) Determinare una base e la dimensione di U NV.
c) Determinare una base e la dimensione di U + V.

Esercizio 7.48. In R* con il prodotto scalare canonico sia U il sottospazio dei vettori ortogonali al
vettore (1,0, —1,0) e sia V il sottospazio generato dai vettori (1,0,—2,3), (-1,1,1,—4), (1,1,-3,2).
Si trovino la dimensione e una base di U, V, UNV, U+ V.

Esercizio 7.49. Siano U e V i sottospazi di R® cosi definiti
U={(z,y,2) €ER? | z+2z=0}
vV ={1,-1,0), (1,1,-1))
a) Determinare la dimensione e una base dei due sottospazi U e V.
b) Determinare la dimensione e una base dei due sottospazi U +V eUNV.
Esercizio 7.50. Siano U e V i sottospazi di R® cosi definiti
U={(z,y,2) R’ |2+ 2=0}
V={2,-1,-2), (-3,4,3))
Dimostrare che U = V.

Esercizio 7.51. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1,a1 — as + 2a3,2a1 — as, a1 + 3as + a4)
dove a1, as,a3 € ag sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.
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Esercizio 7.52. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1 — az + 2a3,a1,2a; — az,a1 + 3az + ay)

dove a1, as,a3 e aq sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

Esercizio 7.53. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (CLl — a2 —+ 2(13 +CL4, ay, 20,1 — a2, a1 +3a2)

dove a1, as,a3 e aq sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

Esercizio 7.54. Si consideri il sottoinsieme S di R® costituito dai vettori v della forma
v = (2a1 + az, a1 —az — 3a3, a1 — ag, a1+ 3az + as, az)

dove ay,as e az sono parametri reali.

a) S ¢ un sottospazio vettoriale di R®?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

Esercizio 7.55. Si consideri il sottospazio W di R® costituito dai vettori w della forma
w = (2a; — a2 — az, 2a1 — as, a1, a2, a1 — 4as + as)

dove a1, as e az sono parametri reali.

a) Trovare una base di W.
b) Determinare le coordinate del vettore v = (0,1,1,1,—2) € W rispetto alla base trovata al punto

a).
Esercizio 7.56. Sia
S={(z,y,2) eR’ |z +y+(k+1)2=k, 22+y+2z=0}

a) Stabilire per quali valori di k l’insieme S é un sottospazio di R3.

b) Per il valore di k trovato al punto precedente determinare una base di S.
Esercizio 7.57. Sia

S ={(z,y,2) ER? |z —2y+kz=k—-1, x—-2y4+2=0, —20+4ky—22=0 }

a) Stabilire per quali valori di k l’insieme S é un sottospazio di R3.

b) Per il valore di k trovato al punto precedente determinare una base di S.
Esercizio 7.58. Sia S il sottoinsieme di R®

S = {meR5 | 21 — @9 + 225 = K, x1+x3+kx4:0}.

a) Per quali valori del parametro reale k insieme S ée un sottospazio vettoriale di R’?
b) Per i valori determinati al punto a), trovare una base di S.

Esercizio 7.59. Sia W il sottinsieme di R’ definito da
W = {x = (21, 2,23, %4,25) € R°:21 —as+hkrg+a5=0, 20 — 324 =k,
X1 — Ty —x3+3x4+25=0}
Stabilire per quali valori di k Uinsieme W ¢é un sottospazio vettoriale di R® e calcolarne una base e la

dimensione.

Esercizio 7.60.

a) Trovare una base del sottospazio V di R® cosi definito:
V:{IER5 | 2200 — @9+ 23 —24 =0, x1 — 23— 224+ 225 =0}.

b) Determinare una base di R® contenente la base di V trovata in a).
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Esercizio 7.61. Sia
S = {x€R4|xl — 4y — a3+ 2kxys =k + 1, 221 — kxg + kxy = 2k + 2,
3x1 — 4dkxo + 923+ 324 =0 }

a) Stabilire per quali valori di k € R l'insieme S ¢ un sottospazio di R
b) Per i valori di k trovati al punto precedente determinare la dimensione e una base di S.

Esercizio 7.62. Sia S l'insieme delle soluzioni del sequente sistema lineare:
-1+ (k—1ay =0
-1+ 2z + (k+ 1Das+ (k—1)xg =0
201 +2x3+ (2—2k)zy =k —2
x1+4ze + 2k —2)zs+ (1 —k)ay =2 —k

(k parametro reale)

a) Stabilire per quali k insieme S & uno spazio vettoriale e in tali casi determinarne una base.
b) Esplicitare S al variare di k € R.

Esercizio 7.63. Sia A la matrice reale sequente:

k —k 0 -1
A=1(1 -2 1 0
0o 1 k 1

a) Determinare il rango di A al variare del parametro reale k.
b) Calcolare una base del nucleo di A, cioé dello spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
Axr =0, nel caso k = 1.

Esercizio 7.64.
a) Sia
V= < (132’1)’ (_1a3a0)a (37132) >

Si determini la dimensione e una base di V.
b) Sia

S:{(z,y,z)GRg |z —y+32=0, 2z +3y+2=0, x+22:0}

Si determini la dimensione e una base di S.
¢) Si confrontino i metodi risolutivi e i risultati dei due precedenti punti.

Esercizio 7.65. Sia W il sottospazio di R® generato dai vettori:
U1 = (071727071)3 V2 = (k’1727072)3 U3 = (050707k71)

a) Al variare del parametro k, trovare una base di W.
b) Si completi la base trovata in a) ad una base di R”.

Esercizio 7.66. Dati i vettori linearmente indipendenti v1 = (3,0,1) e vo = (1,4,—2) completare
Vinsieme S = {v1,v2} in modo da ottenere una base di R>.

Esercizio 7.67. Siano
vy = (1,-1,-1,1), vy = (k,1,1,-1) € R*

a) Si trovino i valori del parametro k per i quali v1 e vy sono indipendenti.
b) Per k =2, si estenda Uinsieme {v1,v2} a una base di R*.

Esercizio 7.68. Si consideri l'insieme S costituito dai sequenti vettori di R*
v = (1,2,2,1), vy = (2,1,2,1), vy =(0,1,2,1)

a) E’ possibile estendere S a una base di R*?
b) In caso affermativo, trovare una base di R* contenente S.

Esercizio 7.69. Si considerino i vettori di R*
v =(2,1,-1,3), we=(1,0,5,1), w3=(2,—1,3,1).

a) Stabilire se il vettore v = (0,0,1,0) é combinazione lineare di vy, v2 € V3.
b) Completare Uinsieme {vy, vo, v3} ad una base di R*.
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Esercizio 7.70. Sia dato 'insieme
V = {p(z) € Ra[z] | p(1) =0 }

a) Verificare che linsieme V' é un sottospazio vettoriale di Rs[x].
b) Determinare una base di V.

Esercizio 7.71. Siano dati i polinomi

pi(z) =1+, pa(z) =14 2z + 27, p3(x) =z — 2>

a) Verificare che linsieme {p1(x), p2(x), ps3(x)} é una base di Ra[x].
b) Esprimere f(x) = 2% — x + 2 come combinazione lineare di py(z), p2(x), p3().

Esercizio 7.72. Si considerino i polinomi p; = x> +ax+b+c, ps = 2?2 +bx+a+c, ps = v?+cx+a+b.

a) Mostrare che per ogni valore dei parametri a,b,c i tre polinomi sono dipendenti nello spazio dei
polinomi R[z].
b) Calcolare la dimensione e una base dello spazio (p1,p2,ps3) C R[z] al variare di a,b,c.

Esercizio 7.73. Sia S il sottoinsieme dello spazio dei polinomi Ra[x] cosi definito:
S = {p(z) = az® + bx® + cx + d € R3[z] | p(0) = 0}

a) Mostrare che S ¢ un sottospazio vettoriale di Rs[x].
b) Determinare la dimensione di S.

Esercizio 7.74. Sia W insieme dei polinomi p(z) = az® + bz? + cx + d € Rz], di grado al pit 3,
tali che p(0) = p(1) = 0. Determinare un insieme generatore di W.

Esercizio 7.75. Si considerino i polinomi a coefficienti reali
o=z’ +x, po = ka® — 1, ps = x2 + 2z + k.

a) Stabilire per quali valori di k i tre polinomi formano una base dello spazio Ra[z].
b) Per i valori di k per cui i polinomi sono dipendenti, trovare uno o pit polinomi che completano
Uinsieme {p1,p2,p3} ad un’insieme generatore di Ro[z].

Esercizio 7.76. Si considerino i polinomi a coefficienti reali
o=z +x, po = ka? — 1, p3 = x? + 2z + k.

a) Stabilire per quali valori di k i tre polinomi sono linearmente dipendenti.
b) Per i valori di k per cui i polinomi sono dipendenti esprimere un polinomio come combinazione
lineare degli altri.

Esercizio 7.77. Si considerino i polinomi
pe) =242, pe)=3r+4,  pyr) =2’ +62+6
e sia W = (p1,p2,p3) il sottospazio di Ra[x] generato da p1,p2 e ps.

a) Si determini la dimensione e una base di W.
b) Si stabilisca per quali valori di k il polinomio fi(x) = (k + 1)a® + 3kx + 4 appartiene a W.

Esercizio 7.78. Nello spazio vettoriale V = Ra[z] dei polinomi reali di grado non superiore a due, si
considerino gli elementi
p=x-1, pp=z+1, p3=2"—uz.
a) Si mostri che linsieme B = {p1, p2, ps} & una base di V.
b) Si trovino le coordinate del polinomio costante 1 nella base B.

Esercizio 7.79. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali nella variabile x, di grado
minore o uguale a 3.
a) Si mostri che U = {f(x) € V | f(1) = f(2) =0} é un sottospazio vettoriale di V e se ne trovi
una base.
b) Si completi la base trovata al punto precedente ad una base di V.
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Esercizio 7.80. Siano dati i polinomi
pi(x) =2 —x, pa(z) = —x + 27, p3(z) =3+ 2 —2°

a) Verificare che Uinsieme {p1(x), p2(x), ps(x)} & una base di Ro[x].

b) Esprimere f(x) = 1+ 2x + 222 come combinazione lineare di p1(x), pa(x), p3(x).
Esercizio 7.81. Si considerino i polinomi

pi(@) = 2w+ 2% — 2%, pa(x) =1 —z+2% ps(x) =34z —2°, pa(x) =a® +2°

a) Verificare che linsieme {p1(x), p2(x), ps(x), ps(x)} & una base di Rs[z].

b) Esprimere f(x) = (x + 1)® come combinazione lineare di p1(x), pa(x), p3(x), pa(z).
Esercizio 7.82. Dati i polinomi

p1(z) = 2% 4+ 22, pa(z) = 2% —x, p3(x) =22 +1

a) Verificare che Uinsieme {p1(x), p2(z), ps(x)} & una base di Ro[x]
b) Esprimere f(z) = 32% — 2 come combinazione lineare di p1(z), pa(x), p3(z).

Esercizio 7.83. Sia W il sottoinsieme dello spazio di polinomi Rs[x] definito da
W = {p(z) € Rs[z] | p"" =0, p(1) = 0}

(" ¢ la derivata terza dip)
a) Mostrare che W ¢é un sottospazio vettoriale di Ralz].

b) Trovare una base e la dimensione di W.
¢) Determinare le coordinate del polinomio p(x) = 222 —x — 1 € W rispetto alla base trovata al

punto b).
Esercizio 7.84. Sia S linsieme delle matrici simmetriche:

S:{ [Z Cbl] a,b,ceR}

(Notiamo anche che S = {A € Myyy | AT = A}).
a) Verificare che S & un sottospazio di Maxs.
b) Determinare una base di S.

Esercizio 7.85. Sia S il sottinsieme dello spazio delle matrici Ms2(R) cosi definito:

a b
S = b a GMg,Q(R)|a7b€R
0 0

a) Mostrare che S é un sottospazio vettoriale di Ms2(R).
b) Determinare un insieme generatore di S.

Esercizio 7.86.
a) Mostrare che l'insieme

. 3a —a-+b
v ([ ] eoen)

é un sottospazio vettoriale dello spazio delle matrici reali My 2(R).
b) Determinare una base di W.

Esercizio 7.87. Si consideri il sottospazio

_ 3a+b+3c 2b—6¢
5= { [a—l—Sb—?c 4a+80} [abee R}
dello spazio delle matrici reali M2 (R).
a) Determinare una base di S.

b) Stabilire se A = [ 0 } € S (ed in caso positivo esprimere A come combinazione lineare

2/3 8/3
della base trovata in a)).
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Esercizio 7.88. Sia V Lo spazio vettoriale delle matrici reali 2 x 2. Si consideri la matrice A =

{_18 _Oq e sia S il sottinsieme di V' costituito dalle matrici che commutano con A:

S:{M:[CCL Z] % :AM:MA}

a) Mostrare che S ¢ un sottospazio di V.
b) Calcolare la dimensione e una base di S.

1 -1
=]
esia S ={M € Mz(R) | AM = MA = 0}. Dimostrare che S é un sottospazio di Ma(R) e calcolarne la
dimensione.

Esercizio 7.89. Sia

Esercizio 7.90. Si consideri la matrice

A:B ’?j

a) Si determini una base del sottospazio U = {X € Ma(R) : AX = XA}.
b) Mostrare che il sottoinsieme W = {X € U : X ¢é invertibile} non é un sottospazio vettoriale di U.

Esercizio 7.91. Sia W = (A, B, C) il sottospazio di M2(R) generato dalle matrici

0 0 1k k 1
o L B RS AR PP
Si determini la dimensione di W e una sua base al variare del parametro reale k.
Esercizio 7.92. Sia V = (A, B,C) il sottospazio di Msy2(R) dove
2 0 2 1 2 3
S N N
a) Si determini la dimensione e una base di V.

b) Si esprima D = [; a come combinazione lineare della base trovata al punto a).

Esercizio 7.93. Si considerino le matrici

P T O FE A

a) Si stabilisca se A, B e C sono linearmente indipendenti in Ma(R.).
b) Si determini una base del sottospazio (A, B,C).

Esercizio 7.94. Sia V = (A, B, C) il sottospazio di Ma(R) generato dalle matrici
2 1 0 4 2 9 6 k—2
a=la om=fid) e=lod] el i3
a) Si determini la dimensione e una base di V.

b) Si stabilisca per quali k la matrice D appartiene a V. In tali casi si esprima D come combianzione
lineare della base trovata al punto precedente.

Esercizio 7.95. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 4 e sia B = {v1,v2,v3,v4} una sua base.
a) Mostrare che linsieme B' = {v1 4+ va,v2 + v3,03 + V4, 04} € una sua base di V.
b) Calcolare le coordinate del vettore v = vy + va + v3 + vy4 rispetto a B e rispetto a B'.
Esercizio 7.96. Si consideri l'insieme S di matrici 3 X 3
S = {A = [aij] S Md(R) a1l +aig =aze + a3z = 0} .
a) Stabilire se S & un sottospazio vettoriale di Ms(R). In caso affermativo, trovarne la dimensione.
b) Sia Simz(R) lo spazio delle matrici reali simmetriche 3 x 3. Trovare una base dello spazio
intersezione S N Simg(R).
Esercizio 7.97. Sia W il sequente sottoinsieme dello spazio delle matrici 3 X 3:
W = {AG M;3(R) | A+ AT :0}.
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a) Mostrare che W & un sottospazio vettoriale di M3 3(R).
b) Trovare una base di W.
¢) Mostrare che ogni elemento di W ha rango minore di 3.
Esercizio 7.98. Sia W il sequente sottoinsieme dello spazio delle matrici 3 x 3:
W={AeM3R)| A=A", tr(A) =0}

a) Mostrare che W & un sottospazio vettoriale di M3 3(R).
b) Trovare una base di W.

2 1 1
c¢) Calcolare le coordinate di B= |1 —2 3| € W rispetto alla base trovata al punto b).
1 3 0

Esercizio 7.99. Sia W il sequente sottoinsieme dello spazio delle matrici 3 x 3:
W = {A S M373(R) | A5 = 0 per1 Zj}
a) Mostrare che W & un sottospazio vettoriale di M3 3(R).

b) Trovare una base di W.
c) Mostrare che per ogni matrice A in W, la matrice A?> ha rango minore di 2.

1. Suggerimenti

Rango.

Per calcolare il rango di una matrice possiamo utilizzare i sottodeterminanti oppure i pivot. Infatti
valgono le seguenti proprieta:

(1) Il rango di una matrice A corrisponde al massimo ordine di una sua sottomatrice (quadrata) con
determinante non nullo.

(2) Il rango di una matrice A corrisponde al numero dei suoi pivot, una volta che A & stata ridotta
a gradini.

(3) Il rango di una matrice A & uguale al numero di righe linearmente indipendenti.

(4) Tl rango di una matrice A & uguale al numero di colonne linearmente indipendenti.

OSSERVAZIONI
e Come conseguenza delle proprieta 3) e 4) si ha che se A ¢ una matrice n x m, allora rg(A) <
min{m, n}
e Per utilizzare la proprietd 1) si pud anche ridurre (parzialmente) a gradini la matrice.

Rouche-Capelli.
Un sistema di equazioni Az = b ammette soluzioni (¢ compatibile) se e solo se il rango della matrice
dei coefficienti A & uguale al rango della matrice completa A|b:

rg(A) = rg(Alb)
Inoltre:

e Ammette un’unica soluzione se rg(A) = rg(A|b) = numero delle incognite.
e Ammette infinite soluzioni se rg(A) = rg(A|b) < numero delle incognite.

Dipendenza lineare.
Sia V' uno spazio lineare e v, v; vettori di V.

e v ¢ combinazione lineare di vy, ..., v, se I’equazione:
T1V1 + TV + -+ TpU, =V

ammette soluzione.
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Nel caso particolare in cui V' C R™, alla precedente equazione possiamo associare la matrice
b)

Alb, dove le colonne di A sono date dai vettori vy, ...,v, e b & data dal vettore v. In tale caso:
v & combinazione lineare di vy, ..., v, sse rg(A) = rg(A|b)
® v1,...,V, sono linearmente indipendenti se I'’equazione:

T1v1 + Tovg + -+ TR0, =0

ammette la sola soluzione nulla x1 = x2 = ..., 2, = 0.
. . LV C /i . . .
Nel caso particolare in cui V' C R™, alla precedente equazione possiamo associare la matrice
AJ0, dove le colonne di A sono date dai vettori vy, ..., v,. In tale caso:

v1,...,0, sono linearmente indipendenti sse rg(4) =n

Basi e dimensione.
Sia S = {v1,va,...,v,} un sottinsieme di V. Diciamo che S & una base di V se:

(1) S & un insieme generatore di V: V = (5), cioe ogni elemento di V si pud scrivere come
combinazione lineare degli elementi di S.
(2) Gli elementi di S sono linearmente indipendenti.

La dimensione di uno spazio vettoriale corrisponde al numero di elementi di una sua base.

Nel caso particolare in cui V' = R" sappiamo che S per essere una base deve essere formato da n
elementi, ed e sufficiente verificare che gli n elementi di S siano linearmente indipendenti. Ragionando sui
ranghi, n vettori di R" formano una base di R" se e solo se la matrice associata ha rango n.

Spazi vettoriali

e Nel caso particolare di

V={_v, va, ..., vp),
se indichiamo con A la matrice formata dai vettori colonna vy, ..., v,, allora:
dim(V) = rg(4)
B(V)=base di V= {vettori linearmente indipendenti tra vy,...,v,}
= {vettori tra vy,...,v, corrispondenti ai pivot di A }

e Nel caso particolare di
V = { soluzioni di un sistema omogeneo },
se indichiamo con A la matrice associata al sistema e con n il numero delle incognite, allora:
dim(V) = n —rg(A)

B(V) = base di V' = {generatori delle soluzioni una volta scritte in forma vettoriale }

2. Soluzioni

Esercizio 7.1. Determinare il rango delle sequenti matrici al variare del parametro t € R.

1 -4 2 (1) t_+41 31 103 ¢t
A; =10 t+1 -1 A=y o i_3 Ag=12 1 2 t+1
0 0 t-3 0 0 ; t 0t 0

SOLUZIONE:

e Consideriamo la matrice A;. Visto che A; & ridotta a gradini & immediato calcolarne il rango
utilizzando i pivot:
— Set+ 1 et— 3 sono non nulli, ovvero se t # —1, 3, allora A; ha tre pivot e rg(4;) = 3.
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— Se t = —1 la matrice diventa:
1 -4 2 1 -4 2
0O 0 -1|= 0o 0 -1

0 0 -4 IIT-4I17T10 O 0

Quindi se t = —1 la matrice A; ha due pivot e rg(A;) = 2.
— Se t = 3 la matrice diventa:

1 -4 2
0 4 -1
0 0 0

Quindi se t = 3 la matrice A; ha due pivot e rg(A;) = 2.

Analogamente potevamo calcolare il rango di A; ragionando sui determinanti.
det(A1) = (t+1)(t —3)

Quindi:
— Se t # —1,3, la matrice ha determinante non nullo, quindi A; ha rango 3.
— Se t = —1, la matrice ha determinante nullo, quindi rg(A4;) < 2. Inoltre in A; troviamo la
sottomatrice

-4 2
0 -1
con determinante non nullo. Quindi rg(A4;) =2
— Se t = 3, la matrice ha determinante nullo, quindi rg(A4;) < 2. Inoltre in A; troviamo la

sottomatrice
1 —4
0 4

con determinante non nullo. Quindi anche in questo caso rg(A4;) = 2.

e Anche se la matrice As non e completamente ridotta a gradini possiamo comunque calcolarne il
rango ragionando sui pivot.
— Se t # —1 la matrice As ha tre pivot e quindi rg(A4s) = 3. Notiamo che anche nei casi
particolari ¢t = 3 e t = 0 otteniamo una matrice con tre pivot, infatti:

* Set=3:
1 —4 2 1 -4 2
Ay = 0 4 -1 N 0 4 -1
0 0 0 IV {0 0 3
0 0 3 II7T|10 O 0
Quindi A5 ha effettivamente tre pivot.
* Set=0:
1 -4 2
0o 1 -1
=1 o -3
0 0 0
Quindi A5 ha effettivamente tre pivot.
— Se t = —1 otteniamo la matrice
1 —4 2 1 —4 2
A — 0o 0 -1 N 0 0 -1
2710 0 —4 IIT+4IT|10 0 0
0 o0 -1 IV —1II |10 0 0

Quindi se t = —1 la matrice Ay ha due pivot e rg(As) = 2.

Calcoliamo ora il rango di A, ragionando sui determinanti. Consideriamo la sottomatrice
quadrata 3 x 3

1 —4 2
B=|(0 t+1 -1
0 0 t—3

il cui determinante vale

det(B) = (t +1)(t — 3)



2. SOLUZIONI 109

Quindi:
— Se t # —1,3, la matrice B ha determinante non nullo, quindi A, ha rango 3.
— Se t = —1, la matrice B ha determinante nullo e
1 -4 2
0 0 -1
A=1g o 4
0 0 -1
Di conseguenza per t = —1 ogni sottomatrice 3 X 3 di Ay ha determinante nullo, mentre

-4 2
det [0 _J =4#0

Di conseguenza rg(As) = 2
— Se t = 3, la matrice B ha determinante nullo e
1 -4 2
0 4 -1
0 O 0
0 O 3

In A, troviamo quindi la sottomatrice 3 x 3
1 -4 2
0 4 -1
0 0 3

As =

con determinante non nullo. Quindi rg(A4s) = 3.

e Riduciamo a gradini della matrice As:

10 3 t
Ir-21r 10 1 -4 1-—t
IIT—tI {0 0 —2t —¢2
Se ragioniamo sui pivot otteniamo:

— Se t # 0 la matrice ha 3 pivot, quindi rg(A3) = 3.
— Se t = 0 la matrice A3 diventa

10 3 0
01 -4 1
00 0 O

quindi ha 2 pivot e rg(As) = 2.

Ragionando invece sui determinanti notiamo che A3 contiene la sottomatrice 3 x 3
1 0 3
2 1 2
t 0 t
il cui determinante & —2t.
Di conseguenza
— Se t # 0 la matrice A3 ha rango 3.
— Se t = 0 otteniamo la matrice
1 0 30
Az=12 1 2 1
00 0 0

che ha una riga nulla, quindi tutte le sottomatrici 3 x 3 di As hanno determinante nullo e
rg(As) < 2. Inoltre in A troviamo la sottomatrice

o

con determinante non nullo. Quindi in questo caso rg(As) = 2.
]

Esercizio 7.2. Siano v,w € R"™ vettori colonna. Dimostrare che la matrice A = vw? € M, (R) ha
rango 0 oppure 1.
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SOLUZIONE:
Siano v” = (vy,va,...,v,) e wT = (wy,wo,...w,), allora vw’ & una matrice n x n:
V1 V1w V1Wa2 . V1Wnp
A= V2 . [wl wy ... wn] _ VoW1 VaW2 N VoWnp
Up, VpW1  UpWa ... UpWp

In sostanza ogni riga di A & un multiplo della riga formata da w”. Se v = 0 o w = 0, allora anche la
matrice A & nulla e rg(A) = 0, altrimenti A pud essere ridotta nella matrice

w1 W2 W,
o o0 ... O
o o0 ... O

dove la riga ottenuta & non nulla, quindi se v # 0 e w # 0 la matrice A = vw’ ha rango 1.
|

Esercizio 7.3. Determinare per quali valori del parametro reale t il sistema Ax = b e compatibile
(cioé ammette soluzione). In tali casi determinare esplicitamente le soluzions.

-1 3 0 2
A=11 2 -1 b= |1
0 0 2t+1 )

SOLUZIONE:

Sia x = [r1, x2, x3]T e calcoliamo Ax:

-1 3 0 I -2 + 3‘%2
Az =11 2 -1 |- |x| = |21+ 220 — 23
0 0 2t+1 T3 (2t + 1)z
L’equazione Az = b si traduce quindi nel sistema
-1 + 319 =2
T+ 2x9 —x3 =1
(2t + 1)$3 =5

La matrice associata a tale sistema € quindi formata dalla matrice A come matrice dei coefficienti e dalla
matrice b come matrice dei termini noti:

-1 3 0 | 2

1 2 -1 | 1

0 0 2t+1 | 5

Per stabilire I'esistenza e I'unicita delle soluzioni utilizziamo il teorema di Roucheé-Capelli:

Un sistema di equazioni AX = b ammette soluzioni (é compatibile) se e solo se il rango della matrice
dei coefficienti A é uguale al rango della matrice completa Alb:

rg(A) = rg(A[b)
Inoltre:

o Ammette un’unica soluzione se rg(A) = rg(A|b) = numero delle incognite.
o Ammette infinite soluzioni se rg(A) = rg(A|b) < numero delle incognite.

Notiamo che il numero delle incognite del sistema corrisponde al numero delle colonne di A.

Riduciamo quindi A|b a gradini per calcolarne il rango:

-13 0 | 2
II+1{0 5 -1 | 3
0 0 241 | 5

Si tratta quindi di distinguere due casi.
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1
e Set# . allora rg(A) = rg(Alb) = 3 e il sistema ammette un’unica soluzione:

ot 414
T = —
—21 + 320 =2 75 2tt++81)
By — T3 =3 = ddg= — O
Y2 27 50t 1)
(2t+1)l‘3:5 5
R T

1
e Set= —5 allora rg(A4) = 2 < rg(Alb) = 3 e il sistema non ammette soluzioni.

Esercizio 7.4. Si considerino le matrici (dove k é un parametro reale)

6k 4 -2 2 0
dk+1 4 -1 1 -
—2%k-1 -2 1 —1|’
2%+3 2 0 0

A:

N O =

a) Si stabilisca il rango di A al variare di k.

b) Si stabilisca per quali valori di k il sistema lineare Az = b ¢é risolubile e in tali casi se ne
determinino le soluzions.

SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A|b. Scambiamo la prima e quarta
colonna di A e ricordando poi tale scambio prima di rispondere alla domanda b).

2 4 -2 6k |0 121 1 2 -1 3k | 0O
1 4 -1 4dk+1 | 1| 1r—-1/2rlo 2 0 k+1 | 1
1 -2 1 —2k—1 | ol “rrr+1/2r{o 0 o k-1 | o]~
0 2 0 2%+3 | 2 02 0 2+3 | 2
12 -1 3k | 0
02 0 k+1 | 1
00 0 k=1 ] 0
Ww—Irlo 0 0 k+2 | 1

Anche senza completare la riduzione siamo in grado di risponedere ad entrambe le domande.
a) La matrice A ha rango 3 per ogni valore di k, infatti i due termini £ — 1 e k 4+ 2 non si possono
annullare contemporaneamente.

b) Il sistema Az = b ha soluzione se anche rg(A|b) = 3, cioe se k = 1 quando, ricordando lo scambio
di colonne, otteniamo il sistemas:

_1
02 0 5| 4| [etwmosrsm= [T
_ Y=5%
00 0 3|1 = 2y+2x=1 = Ly vte R
00 0 O 0 3z =1 4
| w——§+t

Infine le soluzioni del sistema sono gli elementi dell’insieme

11 4
=|-,0,—= 0,0,1,1)t|teR ;.
{@aw = (3.5.0-3) + 00100 1e R}

Esercizio 7.5. Si dica per quali valori di k il sistema di equazioni lineari:

z+y=1
kr+y+z2=1-k (k parametro reale)
y+(1—-k)z=1

ammette un’unica soluzione.

SOLUZIONE:
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Dal teorema di Rouche Capelli sappiamo che il sistema ammette una unica soluzione se rg(A) = rg(A|b) = 3.
Riduciamo quindi a gradini la matrice A|b associata a tale sistema per calcolarne il rango:

11 0 | 1 11 0 | 1
k1 1 | 1—k|=>IT—-kI|0 1-k 1 | 1-2k|=
01 1—-k | 1 0 1 1—k | 1

11 0 | 1 11 0 | 1
Imrfo 11—k | 1 | = 01 1-k | 1
Irfo 1-k 1 | 1-2k IIT+(k—-1DIT|0 0 —k*+2k | —k

11 sistema ammette un’unica soluzione se il rango della matrice dei coefficienti e della matrice completa
sono entrambi tre. Dalla matrice ridotta questo avviene per k # 0, 2.

Anche se non e richiesto dall’esercizio notiamo che per k = 2 il sistema non ammette soluzione, mentre
per k = 0 ne ammette infinite.

In alternativa potevamo calcolare il rango della matrice ragionando sui determinanti:
det(A)=1—-k—1—-k(1—k)=k*—2k

Quindi se k # 0,2, la matrice A ha determinante non nullo, quindi rg(A4) = rg(A4|b) = 3 e il sistema
ammette una unica soluzione.

|
Esercizio 7.6. Si consideri il sistema di equazioni lineari:
201 —x9 =k
1 — x93 —x3 =0 (k parametro reale)
r1 — kxo + kxs =k
a) St dica per quali valori di k il sistema é compatibile e quando ha infinite soluzioni.

b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

2 -1 0 | k 2 -1 0 | k
1 -1 -1 | o|=21-T1]0 -1 -2 | —k|=
1 -k k | k| IIT—11{0 —-k+1 k+1 | &k
2 -1 0 | k
—II 0 1 2 | &k

IIT+(—k+DIT|0 0 3k—1 | k2
a) Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k = £ allora rg(A) = 2 mentre rg(A[b) = 3, quindi il sistema non ammette soluzioni.
— Se k # % allora rg(A) = 3 = rg(A[b) = numero delle incognite, quindi il sistema ammette
una unica soluzione.
Per rispondere alla domanda a) potevamo anche ragionare sul determinante:
det(A) =2(—k—k)+(k+1)=-3k+1
Quindi
1
— Sek # 3’ la matrice A ha detereminante non nullo, quindi rg(A) = rg(A|b) = 3 e il sistema
ammette una unica soluzione.
— Per k = - otteniamo la matrice (numerica, quindi facilissima da ridurre a gradini, se

preferiamo utilizzare la riduzione a questo punto)

2 -1 0 | 3

1 -1 -1 ] 0

11 1

L =3 3 | 3

Poiché det(A) = 0, rg(A) < 2. In AJb troviamo la sottomatrice:

-1 0 | 3
-1 -1 | 0
1 1 ‘ 1
3 3 3
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1
il cui determinante ¢ non nullo, quindi rg(Alb) = 3. Quindi se k = 3 si ha rg(4) < 2 <

rg(Alb) = 3, quindi il sistema non ammette soluzione.
b) Risolviamo il sistema per k # %

_ 2K’ —k
20_x9 =k T R
ro +2x3 =k = § To = gk:]f

_ 1.2 _ k2

Esercizio 7.7. Si consideri il sistema lineare

—r+2y+3z2=k+3

-2z +4+6y+(k+7)z=2k+9
x—4y—2z=k—2

3z —6y+(k—Tz2=k k-9

(k parametro reale)

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette una unica soluzione e per quali k ne ammette
infinite.
b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

-1 2 3 |  k+3 -1 2 3 | k+3

2 6 k+7 | 2k+9 m-2110 2 k+1 | 3

1 4 -2 | k-2 |Tmr+rlo -2 1 | 2%+1|"

3 —6 k-7 | kK2-k-9 IV+3I|[0 0 k+2 | k>+2k
12 3 | k+3 12 3 | k+3
0 2 k+1 | 3 0 2 k+1 | 3

HI+II[0 0 k+2 | 2k+4| 0 0 k+2 | 2k+4

0 0 k+2 | k2+2k| Iv-111|0 0 0 | k*—4

a) Notiamo che k* —4 =0 se k = 42, e che k +2 = 0 se k = —2. Di conseguenza:
— Se k # £2 allora rg(A) = 3 < rg(A|b) = 4 quindi il sistema non ammette soluzione.
— Se k = 2 allora rg(A) = rg(A|b) = 3 quindi il sistema ammette una unica soluzione.
— Se k = —2 allora rg(A) = rg(A|b) = 2 quindi il sistema ammette infinite soluzioni.
b) Consideriamo il caso k = 2:

—r+2y+32=5 = -2

2u+32=3 = Jy= —%

4z =38 z2=2
Consideriamo il caso k = —2:

y=t VieR

x =8t —10
{—x—|—2y+3z:1
=
z=2t—3

2y —z=3

Esercizio 7.8. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

kx +ky+ k22 =4
r+y+kz =k
x4+ 2y + 3z =2k

a) Si dica per quali valori del parametro reale k il sistema ¢ compatibile.
b) Esistono valori di k per i quali il sistema ha infinite soluzioni?

SOLUZIONE:
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Poiche non ci sono richieste esplicitamente le soluzioni, ma solo la loro esistenza, utilizziamo il teorema di

Rouche-Capelli:
Un sistema di equazioni AX = b ammette soluzioni (¢ compatibile) se e solo se il rango della matrice

dei coefficienti A é uguale al rango della matrice completa Alb:
rg(A) = rg(A[b)

Inoltre:

o Ammette un’unica soluzione se rg(A) = rg(A|b) = numero delle incognite.
o Ammette infinite soluzioni se rg(A) = rg(A|b) < numero delle incognite.

Ricordiamo inoltre che:
Il rango di una matrice A corrisponde al numero dei suoi pivot, una volta che A é stata ridotta a
gradini. In seguito vedremo altri metodi per calcolare il rango di una matrice.
Consideriamo la matrice associata al sistema:

k ok k2| 4
11 k | k
1 2 3 | 2

a) Il sistema ¢ compatibile se il rango della matrice completa e incompleta coincidono. Per deter-
minare il rango riduciamo la matrice a gradini:

IIIf1 2 3 | 2 1 2 3 | 2
1 1 k | k|= II-T |0 -1 k=3 | —k
I |k k K2 | 4| III—-kII{0 0 0 | 4—k?

La matrice incompleta ha due pivot, quindi ha rango 2. La matrice completa ha rango 2
solamente se 4 — k? = 0, ovvero k = +2.
Quindi il sistema & compatibile se k = +2.

b) Per k = +2 il rango della matrice & 2, mentre le incognite sono 3, quindi il sistema ammette
infinite soluzioni.

O

Esercizio 7.9. Si considerino le matrici

1 0 1 3 1
1 1 1 5) 1
A= 1 -1 k+2 k-1 b= 2
1 0 k+2 2k-1 k

con k parametro reale.

a) Si risolva il sistema Ax = b al variare del parametro k.

7

b) Si stabilisca per quali valori di k il vettore v = <

1
3 -2, 3 1> appartiene all’insieme Sol(Ax = b).

SOLUZIONE:

a) Riduciamo a gradini la matrice A|b:

1 0 1 3|1 1 0 1 3 1
L1 1 5 | H-I 0o 1 0 2 | 0]
1 -1 k+2 k—1 | 2 IIT—1 0 =1 k+1 k—4 | 1
1 0 k+2 2k—1 | k| Iv—IIT|lo 1 0 k| k-2
10 1 31 1
01 0 2 | 0
IIT+I1|0 0 k+1 k—2 | 1
IV—II|0 0 0 k-2 | k-2

Discutiamo ora i valori del parametro.
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— Se k # 1,2, allora rg(A) = rg(Al|b) = 4, quindi il sistema ammette un’unica soluzione
ottenuta risolvendo il sistema:

z4+z+3w=1 T = 71{/,_‘_173 x:_k—i—l
y+2w=0 y=-—2 y=—-2
= =
k+1D)z+(k—2w=1 Lo 1-(k=-2) 3-k L3k
w=1 w=1
— Se k =2, allora rg(A) = rg(Alb) = 3, quindi il sistema ammette infinite soluzioni:
2
r=1—- -3t r=—-—3t
r+z+3w=1 3 3
y=-—2t y=-—2t
y+2w=0 = 1 = 1 Vie R
3z=1 *73 *73
w=t w=t

2 1
Le soluzioni possono anche essere scritte nella forma (3, 0, 3’ O) +(—3,—-2,0,1)t cont € R.

— Se k=1si harg(A) =3 <rg(A|b) =4, quindi il sistema non ammette soluzione.
b) Per stabilire se v appartiene all'insieme Sol(Axz = b) la cosa pitt semplice & sostituire le sue

7 1
coordinate (x,y,z,w) = (—3, -2, 3’ 1) nel sistema ridotto:
7 1
r+z+3w=1 _§+§+3:1
y+2w=0 N - ]p ke
k+1)z+(k—2w=1 (k+1)-§+(k—2)-1=1

Oppure si poteva sostituire nel sistema iniziale, ottenendo le condizioni:

71
—z+s+3=1
#3

—- =24+ -+5=1

3 = k=2
2

—;+2+%;+k—1:2

7 k42

e Sk —1=k

gt +

Quindi v € Sol(Ax = b) se k = 2.

Esercizio 7.10. Dato il sistema
r+kz=1
r+k-1Dy+(k+1)z=1
r+(k—1Dy+ (kK +4k+3)z2 =k +3
determinare per quali valori di k € R il sistema ammette soluzioni. In tali casi stabilire anche se ne
ammette una o infinite.

SOLUZIONE:

Utilizziamo il Teorma di Rouche-Capelli per stabilire quando il sistema ha soluzione. A tale scopo
consideriamo la matrice A|b associata al sistema e la riduciamo a gradini per stabilirne il rango.

1 0 k |1 1 0 k |1
Ab= 1|1 k-1 k+1 | 1 | = II-1T |0 k-1 1 |0
1 k—1 k24+4k+3 | k+3 IIT—I1110 0 KkK*+3k+2 | k+2

Consideriamo ora i pivot di A osservando che k2 + 3k +2 = 0 quando k = —1 0 k = —2. Dobbiamo quindi
distinguere tre casi.
e Se k #1,—1,-2, allora rg(A) = rg(A|b) = 3 = numero delle incognite del sistema. Quindi in
questi casi il sistema ammette una unica soluzione.
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e Se k=1 la matrice A|b diventa

101 | 1 101 ] 1
001 ] 0f= 00110
006 | 3| IIr—errjo o o | 3

Quindi rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 e il sistema non ammette soluzione.

e Se k = —1 la matrice Alb diventa
1 0 -1 | 1
0 -2 1 | 0
0 0 o0 |1
Quindi rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 e il sistema non ammette soluzione.
e Infine se k = —2 la matrice A|b diventa
1 0 -2 |1
0 -3 1 | 0

00 0 | o0

Quindi rg(A) = 2 = rg(A|b) e il sistema ammette soluzione. Poiche inoltre il rango ¢ inferiore al

numero delle incognite, in questo caso il sistema ammette infinite soluzioni.
|

Esercizio 7.11. Si consideri il sistema lineare
r+ky+z=2k-1
kx+y+2z=5 (k parametro reale)
z+y+kz=0

a) St dica per quali valori di k il sistema é risolubile.
b) Si dica per quali valori di k il sistema ammette un’unica soluzione.

SOLUZIONE:
Dal teorema di Rouche Capelli sappiamo che il sistema ammette soluzione se rg(A) = rg(Alb), e ammette
una unica soluzione se rg(A) = rg(A|b) = 3. Riduciamo quindi a gradini la matrice A|b associata a tale

sistema per calcolarne il rango:

1 k 1 | 2k—171 III[1 1 k | 0O
k11| 5 |=1T111 k1| 2-1|=
11 k] 0 Ik 11| 5

11 k| 0 11 k 0
II—1 |0 k—=1 1-k | 2k—1|= 0 k—1 1—k 2% —1
IIT—kIf0 1—k 1-k2 | 5 II+I1|0 0 —k2—k+2 | 2k+4

Notiamo che —k? —k+2=0se k=10 k = —2, di conseguenza:
e Se k #1,-2 allora rg(A) = rg(A|b) = 3 quindi il sistema ¢ risolubile.
e Se k =1 otteniamo la matrice:

11110
000 |1
0001 6
Quindi rg(A) =1 < rg(A|b) = 2 e il sistema non & risolubile.
e Se k = —2 otteniamo la matrice:
1 1 -2 ] 0
0 -3 3 -5
00 0 | o0

Quindi rg(A) = rg(A|b) = 2 ke il sistema & risolubile, con infinite soluzioni.
In conclusione:

a) Il sistema ammette soluzione se k # 1.
b) Il sistema ammette una unica soluzione soluzione se k # 1, —2 (Per k = —2 il sistema ammette

infinite soluzioni).
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Esercizio 7.12. Si consideri il sistema di equazioni lineari

kr4+y+z =1
y+z =k (k parametro reale)
3r+ky+2z =2

a) Discutere Uesistenza e unicitd di soluzioni del sistema lineare al variare di k € R.
b) Determinare le eventuali soluzioni del sistema al variare di k.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

k11 | 11 IHI[3 k 2 | 2
01 1 | kl= 01 1 | kl=
3k 2| 2 Ik 1 1 | 1
3k 2 | 2 ]
0 1 1] k| =
3111 —KI |0 3—Kk> 3—2k | 3—2k]
3k 2 | 2
0 1 1 k

IIT—(3—k)IT|[0 0 kK2—2k | K3 —5k+3

a) Notiamo che k2 —2k =0se k =0 o k = 2, di conseguenza:

— Se k # 0,2 allora rg(A) = rg(A[b) = 3 quindi il sistema & risolubile e ammette una unica

soluzione.
— Se k =0 allora rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 quindi il sistema non & risolubile.
— Se k = 2 allora rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 quindi il sistema non ¢ risolubile.

Per rispondere alla domanda a) potevamo anche utilizzare il determinante:
det(A) =k(2—-k)+3(1-1)=k(2—-k)
Quindi

— Se k # 0,2, allora rg(A) = rg(A|b) = 3 e il sistema ammette una unica soluzione.

— Se k=0 allora rg(A) < 2 e la matrice A|b diventa

01 1 | 1
01110
302 | 2

A questo punto per calcolare rg(A|b) possiamo ridurre la matrice a gradini, oppure osservare

che Alb contiene la sottomatrice

0
0
3 0 |

O =
N O =

con determinante non nullo. Quindi per £ = 0 ¢ rg(A) < 2 < 3 = rg(A|b) e il sistema non

ammette soluzioni.
— Se k = 2 allora rg(A) < 2 e la matrice A|b diventa

1] 1
1] 2
2 | 2

[N

2
0
3

=

A questo punto per calcolare rg(A|b
che A|b contiene la sottomatrice

2 1 | 1
01 | 2
3.2 | 2

possiamo ridurre la matrice a gradini, oppure osservare

con determinante non nullo. Quindi anche per k =2 ¢ rg(A4) <2 < 3 = rg(Ab) e il sistema

non ammette soluzioni.
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b) Risolviamo il sistema nei casi k # 0, 2:
-k +3k-2 1—k

3z 4 ky + 22 = 2 T TR o k
—2k* + 5k — 3
(k? —2k)z = k3 — 5k + 3 k- 5k +3
T TR ok

Esercizio 7.13. Si consideri il sistema lineare
(1+k)z=0
ky+z+w=2
r+kz+2w==k
r+kw=0

(k parametro reale)

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette una unica soluzione.
b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema per k = 0.

SOLUZIONE:

La matrice associata a al sistema &

14k 0 0 0 | O
o k11| 2
Ab=1\"1 o ko2 | k

1 00 k | 0

a) Il sistema ammette una unica soluzione se rg(A) = rg(A4|b) = 4. Utilizzando il determinante,
ricordiamo che il rango di una matrice corrisponde al massimo ordine di una sua sottomatrice
quadrata con determinante diverso da zero. Quindi rg(A) = rg(A|b) = 4 se e solo se det(A) # 0.

k1 1
det(A) = (14 k)-det [0 k 2| =(1+k)E
0 0 k

Quindi il sistema ammette una unica soluzione quando k # 0, —1.
b) Torniamo al sistema nel caso k = 0 (senza la necessita di ridurre la matrice associata):

:2 =
rw = y=t VteR
T+ 2w =0 z=2
z=0 w =20

Esercizio 7.14. Si consideri il sistema di equazioni lineari:
1 — T = t—2
tey + (t —4)ze =0 (t parametro reale)
2.1'1 —|— (2 — Qt).il,‘g = 2t — 4

a) Si dica per quali valori di t il sistema & compatibile.
b) Per i valori di t che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

1 -1 | t=2 1 -1 | t-2
t t—4 | 0 |=II-tI |0 2t—4 | —t2+2t| =
2 2-2t | 2t—4 IIT—21|0 4-2t | 0
1 -1 | t-2
0 2t—4 | —t>+2t
|

IIT+1110 0 —t2 42t
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a) Notiamo che —t* + 2t =0set =00t =2, e che 2t —4 =0 se t = 2. Di conseguenza:
— Se t#0,2 allora rg(A) = 2 < rg(Alb) = 3 quindi il sistema non & compatibile.
— Set =0 allora rg(A) = rg(A|b) = 2 quindi il sistema & compatibile, e ammette una soluzione.
— Se t = 2 allora rg(A) = rg(AJ]b) = 1 quindi il sistema ¢ compatibile, e ammette infinite
soluzioni.
b) Consideriamo il caso t = 0:

.131—.732:—2 x1:_2
=
74‘%2 =0 To = 0
Se t = 2 il sistema si riduce alla sola equazione x; — 22 = 0 le cui soluzioni sono

{“_k Vk € R
k

T2 =
|
Esercizio 7.15. Si consideri il sistema di equazioni lineari:
xl—(k+l)x2:k
2r1 — 229 = 2k (t parametro reale)
(k‘ + 2)%‘1 + (k‘ — 2)33‘2 =0
a) Si dica per quali valori di k il sistema é compatibile.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.
SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema
1 k-1 | %k 12IT | 1 -1 | k&
2 -2 | 2| = I 1 k-1 | k|=
k+2 k—2 | 0 171 |\k+2 k-2 | 0
1 -1 | k 1 -1 | k
11-1 0 —k | 0 = 0 —k | 0
I —(k+2)I {0 2t | —k(k+2) IIr+21110 0 | —k(k+2)
a) Dobbiamo distinguere tre casi:
— Se k #0,—2 allora rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 quindi il sistema non ¢ compatibile.
— Se k = —2 allora rg(A) = rg(Al|b) = 2 quindi il sistema & compatibile, e ammette una
soluzione.
— Se k = 0 allora rg(A) = rg(AJ|b) = 1 quindi il sistema & compatibile, e ammette infinite
soluzioni.
b) Consideriamo il caso k = —2:
$175U2:72 N $1:72
—To = 0 X9 = 0
Se k = 0 il sistema si riduce alla sola equazione x1 — z2 = 0 le cui soluzioni sono
=1
{‘”1 vt e R
T = t
|

Esercizio 7.16. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

k$1—$4=1

To+ 223 =0
(; B 1);1 R (k parametro reale)
kxq1 + kxo = 2k

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette soluzione, specificando se e quando ne ammette

una o infinite.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, si determinino le sue soluzioni.
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SOLUZIONE:
La matrice associata al sistema e
k 0 0 -1 | 1
oo 1 2 0 | o0
AP=15"0 k=1 0 0 | k-1
k k 0 0 | 2k
a) Utilizziamo il determinante per calcolare rg(A) e rg(A|b).
0 1 2
det(A)=1-det [k—1 k—1 0| =1-2-[k(k—1)—k(k—1)]=0 Vk e R
k k 0
Poiché det(A4) =0, rg(A) < 3 per ogni k. Viceversa in A|b troviamo la sottomatrice quadrata
0 0 -1 | 1
1 2 0 | 0
k—1 0 0 | k—1
k 0o 0 | 2k
che ha determinante
1 2 0
det=1-det |[k—1 0 k—1| =1-(=2)2k(k—1) —k(k—1)] = —2(k* — k)
k 0 2k

Tale determinante si annulla per k = 0,1, quindi sicuramente se k # 0,1, rg(A|b) = 4.

Abbiamo cosi ottenuto che se k # 0,1, rg(A4) < 3, mentre rg(A|db) = 4, quindi il sistema non
ammette soluzione.

Si tratta ora di considerare i due casi k =0¢e k= 1.

Se k = 0 otteniamo il sistema

0 0 0 -1 | 1 —Irrfir 1.0 o | 1
lo 1 2 0 | 0 012 0 | o0
Ab=121 210 0 | 1|7 1 jooo0 -1 |1

0O 0 0 0 | 0 000 0 |0

Quindi se k = 0, rg(A) = rg(A|b) = 3 e il sistema ammette infinite soluzioni.
Se k = 1 otteniamo il sistema

1 00 -1 | 1 1 0 0 -1 | 1
o1 2 0 | o 01 2 0 | o0
Ab=10 00 0o | o~ 00 0 0 |0
110 0 |2 Iv-II-1I[(0 0 -2 1 | 1

Quindi anche se k = 1, rg(A) = rg(A|b) = 3 e il sistema ammette infinite soluzioni.
b) Abbiamo visto che il sistema ha soluzione solo se k # 0,1. Inoltre se kK = 0 abbiamo ottenuto il

sistema
T, =2t+1
x1+ax9=1 !
Z‘QZ—Zt
ro+2x3=0 = ; Vte R
Ta =
—:C4:1 3
x4:—1

Analogamente nel caso £ = 1 abbiamo ottenuto il sistema

T, =2t + 2
$1—£4=1 o
Tog = —
I2+2I‘3:O = 2 . Vte R
T3 =
—2x3+x4=1
s 2y =2t+1

O

Esercizio 7.17. Al variare del parametro reale k, si risolva il sistema di equazioni lineari omogenee:
2kxo + 13 — 14 =0
21 —2x3+kry =0 (t parametro reale)
T —2kx3+x4 =0
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SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice dei coefficienti associata a tale sistema

0 2t 1 -1 I7{1r 0o -2 k 1 0 -2 k
1 0 -2 k|=110 2 1 1| = 0 2k 1 -1
1 0 -2t 1 1 0 -2t 1 —III+110 0 2t-2 k-1

Discutiamo ora i valori del parametro in corrispondenza dei pivot.

e Se k =0 la matrice diventa
(1 0 -2 0 1 0 -2 0 x1 — 223 =0
00 1 -1|= 00 1 —1|l=qx3—24=0 =
0 0 -2 -1 II7+211|10 0 0 -3 324 =0
xr1 = 0
X9 =t

Vie R= S=1{(0,t0,0)|teR}
r3 =

SC4:O

Notiamo che rg(A) = rg(A|0) = 3. Poiché si tratta di un sistema in quattro incognite, nell’insieme
delle soluzioni ci sono infinite soluzioni con un solo parametro libero (dato da 4 — rg(A)).
e Se k =1 la matrice diventa

r1=t—s
1 0 -2 1 1 1
_ =0 - _ il
0 2 1 —1| =TTt ST 75055 yteRr=
0 0 0 0 21‘2+l’3*l‘4:0 $3:t
Ty = S

1 1
S = {(t—s,—2t+28,t,s> s,tER}

Notiamo che rg(A4) = rg(A|0) = 2. Poiché si tratta di un sistema in quattro incognite, nell’insieme
delle soluzioni ci sono infinite soluzioni con due parametri libero (dato da 4 —rg(A)).

e Se k # 0,1 la matrice dei coefficienti ha rango 3 < 4 = numero delle incognite, quindi il sistema
ammette comunque infinite soluzioni con un solo parametro libero

T = —%(1 —|—k))t

21 —2x3 +kxy =0 1 —2w3 + kxy =0 —
2kxo + 13 — x4 =0 =< 2kzo +a3—24=0 = 2= 2kt Vte R
T3 = —2%
2k — 1)as + (k — 1)ag = 0 205+ 24 = 0 Sl
-3
4k 2k 4k
= S = —— 1+ k), t, —t, —t teR
{(3(+),73,3>€}

Notiamo che abbiamo scelto x5 come variabile libera in modo da non dovere dividere per k per
determinare la soluzione. Inoltre con tale scelta non ¢ in realta necessario distinguere il caso k = 0
precedentemente discusso.

Esercizio 7.18. Si consideri il sistema lineare dipendente dal parametro reale k
1+ kro+xs+ay=1
I1+1‘2+21'3+1’4: 1
kxy +kxy =1
a) Si determini per quali valori di k il sistema ammette soluzione.
b) Si stabilisca se esistono valori di k per i quali il sistera ha soluzione unica.
SOLUZIONE:

La matrice A|b associata al sistema é:

1 k11 |1
Ab=1{1 1 2 1 | 1
k00 k | 1
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Per ridurre a gradini la matrice scambiamo la prima e terza colonna

1 k1 1 | 1 1k 11 | 1
2 1 1 1 | 1| =II-2I{0 1-2k -1 -1 | -1
00 k k | 1 o 0 Kk k | 1

a) Se k # 1, 0, allora rg(A) = rg(A|b) = 3 e il sistema ammette (infinite) soluzioni. Se k =

k =0, allora rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 e il sistema non ha soluzione.

1
2

[0}

b) La matrice A ¢ 3 x 4, quindi A ha sempre rango minore o uguale a tre, cio¢ minore del numero

delle incognite e il sistema non puo ammettere soluzione unica.

]

Esercizio 7.19. Si consideri lo spazio vettoriale N(A) dato dalle soluzioni del sistema omogeneo

Az =0 con
8k+1 k-+4 0 k+38

_ 2k 0 1 2k +2
A= 0 0 k4 0 k parametro reale.
k 0 k+2 k+3

a) Si stabilisca per quali valori di k lo spazio N(A) é nullo: N(A) ={(0,0,0,0)}.
b) Per i valori di k esclusi al punto precedente si determini una base di N(A).

SOLUZIONE:

a) N(A) e dato dalle soluzioni del sistema omogeneo Az = 0. Un sistema omogeneo ammette sempre
la soluzione nulla; in particolare, per Rouche-Capelli, ammette la sola soluzione nulla se rg(A) &
massimo. Nel nostro caso quindi N(A4) = {(0,0,0,0)} se rg(A) = 4. Determiniamo il rango di A

calcolandone il deteminante:
2k 1 2k + 2

det(A) = —(k+4)-det |0 k+4 0 | =—(k+4)? 2k(k+3)—k(2k+2)] =

E k+2 k+3

Infine rg(A) = 4 se det(A) # 0, cioé N(A) = {(0,0,0,0)} se k # 0, —4.
b) Se k = 0 la matrice A diventa

1 4 0 8 rz+4y+8w =20 x = —4t
0 0 1 2 z4+2w=0 y=t
= N(A): =
0 0 4 0 (4) 42 =0 z=0
0023 22+ 3w =0 w =
= N(A) ={(-4,1,0,0)t |Vt € R}.
Se k =0 quindi B(N(A4)) ={(-4,1,0,0)} e dim(N(A4)) = 1.
Se k = —4 la matrice A diventa
-31 0 O 4 -31 0 O 4 =31 0
-8 0 1 -6 :3111—81 0 0 31 -—-218 N 0 0
0 0 0 0 0O 0 O 0 0 0
-4 0 -2 -1 20V —-IT| 0 0 -5 4 31 IV +5II| 0 0
z=0
—3lz+4w =0 .y
N(A): {31z —218w=0 = y:o = N(A)={(0,1,0,0)t | ¥t € R}.
w=20 =
w=20

Se k = —4 quindi B(N(A)) = {(0,1,0,0)} e dim(N(A)) = 1.

Esercizio 7.20. Si consideri la matrice

1 0 -2
-1 1 3
A= 2 1 =3
0 1 1

a) Indicare basi per lo spazio delle righe e per lo spazio delle colonne di A.

—4k(k + 4)*
0 4

31 —218

0 0

0 —966

b) Esistono valorit € R per cui il sistema Ax =b, con b= (1,1,t,t) ammetta soluzione?
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SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A|b:

1 0 -2 | 1 10 -2 | 1 10 -2 | 1
-1 1 3 | 1| I+ |01 1 | 2| 01 1 | 2
2 1 =3 | ¢| 7Hr—2r(0 1 1 | t=2| T IHI-II{0 0 0 | t—4
0 1 1 | ¢ 01 1 | ¢ Iv—IIrjo o o | 2

A questo punto della riduzione siamo gia in grado di rispondere alle domande.

a) La matrice A ha rango due, inoltre
B(spazio delle colonne) = {(1,-1,2,0), (0,1,1,1)}
B(spazio delle righe) = {(1,0,-2), (-1,1,3)}

b) La matrice A|b ha rango 3 per ogni valore di ¢, quindi il sistema Az = b non ammette mai
soluzione.

]

Esercizio 7.21. Si consideri la matrice
2 6 2k + 2
A=|3 k+11 5k+7
-1 -3 k*-3
dove k & un parametro reale.

a) Si calcoli il rango di A.
b) Si stabilsca per quali valori di k il sistema Ax = b ha soluzione per ogni b € R3.

SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice A:

2 6  2k+2 /21 13 k+1
3 k+11 5k+7| = II-3/2I |0 k+2 2k+4
-1 -3 k2-3 IIT+1/2I10 0  k>+k-2

a) La matrice A ha rango 3 se k # 1,—2, ha rango 2 se k = 1 e ha rango 1 se k = —2.
b) 1l sistema Az = b ha soluzione per ogni b € R? se la matrice dei coefficienti ha rango 3 nel qual
caso rg(A) = rg(A[b) = 3 per ogni b € R, ovvero se k # 1, —2.
|

Esercizio 7.22. Siano dati i sequenti vettori di R3:
v = (27171)7 Vo = (_17172)7 U3 = (37_27_1)7 V4 = (43_17_2)

Stabilire se vy & combinazione lineare di vi, vo € v3.

SOLUZIONE:
Si tratta di stabilire se I'equazione zv; + yvy + zv3 = vy ammette soluzione. Notiamo che il vettore
xv1 + yve + zv3 € dato da:

vy +yve +2v3 = 2r —y+3z, v+y—2z, v+2y —2)

quindi all’equazione xv; + yvs + zv3 = vy associamo il sistema

20 —y+3z2=4
T+y—2z=-1
T+2y—z2=-2
Notiamo che si tratta del sistema
2 -1 3 | 4
Ap=11 1 -2 | -1
1 2 -1 | =2
dove A ¢ la matrice che ha per colonne i vettori vy, vs € vs, e b & dato dal vettore vy. In generale passeremo
direttamente dall’equazione xv; + yvs + zv3 = vy al sistema A|b associato.
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Per Rouche - Capelli il sistema ammette soluzione se rg(A) = rg(Ab). Riduciamo quindi la matrice a
gradini:

2 -1 3 | 4 2 -1 3 | 4
2II-110 3 -7 | —6 0 3 -7 | —6
II1-1110 1 1 | -1 3II1-11710 0 10 3

Abbiamo ottenuto che rg(A4) = rg(A|b) = 3 quindi il sistema ammette (una unica) soluzione e vy €
combinazione lineare di vy, v € vs.
(]

Esercizio 7.23. Siano dati i sequnti vettori di R>:
v = (1,1,1), vo = (2,7,7), v3 = (0,k% 4 2,3), vy = (1,k+ 3, k% +2).

Stabilire se vy € combinazione lineare di vy, vo e v3 al variare del parametro k.

SOLUZIONE:

Si tratta di stabilire se il sistema associato all’equazione vettoriale xv; +yvs 4+ zv3 = v4 ammette soluzione.
Consideriamo la matrice associata a tale sistema

12 o0 | 1
Ab= |1 7 K*+2 | k+3
17 3 | K+2

Per Rouche - Capelli il sistema ammette soluzione se rg(A) = rg(A|b).
Riduciamo la matrice a gradini:
1 2 0 | 1
IT-1 (0 5 k*+2 | k+2
IIT—II0 0 k>—-1 | k*—-k-—1
Consideriamo il pivot della terza riga e distinguiamo i casi necessari.
e Se k # +1 sia la matrice completa che quella incompleta hanno 3 pivot, quindi rg(A) = rg(A|b) = 3
e il sistema ammette (una unica) soluzione. Di conseguenza vy ¢ combinazione lineare di v1, vg
€ V3.
e Se k =1 la matrice diventa:

120 | 1
053 | 3
000 | —1

Quindi A ha 2 pivot, mentre A|b ne ha 3. Dal momento che rg(A) < rg(Alb) il sitema non
ammette soluzioni e v4 non & combinazione lineare di vy, vy e v3.

e Se k = —1 la matrice diventa:
120 | 1
05 3 | 1
000 | -1

Quindi A ha 2 pivot, mentre Alb ne ha 3. Dal momento che rg(A4) < rg(Aldb) il sitema non
ammette soluzioni e v4 non ¢ combinazione lineare di vy, v € v3.

O

Esercizio 7.24. Determinare per quali valori del parametro reale k i sequenti vettori formano una
base di R3.

v = (1 2 —2), Vg = (1, 1, —3), vy = (3,7,]€ — 6)

? )

SOLUZIONE:
Sappiamo che tre vettori di R® formano una base di R se e solo se sono linearmente indipendenti, ovvero
se la matrice associata ai tre vettori ha rango 3. Riduciamo quindi a gradini la matrice associata:

1 1 3 1 1 3 1 1 3
2 1 7 = II-2I |0 -1 1 = 0 -1 1
-2 -3 k-6 IIT+11{0 -2 k+1 II7-211710 0 k-1

Ragionando sui ranghi:
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e Se k # 1 la matrice ha 3 pivot, quindi ha rango 3 e vy, vs e v3 formano una base di R?.
e Se k =1 la matrice ha 2 pivot, quindi ha rango 2 e vy, v2 e vz non formano una base di R3.

In alternativa potevamo calcolare il rango utilizzando il determinante:
det(A)=(k—6+21)— (2k—12+14)+3(-6+2)=—-k+1

v1, v € v3 formano una base di R® se la matrice associata ha rango 3, ovvero se ha determinante non
nullo, cioe k # 1.
|

Esercizio 7.25.

a) Mostrare che i vettori
v =(0,1,1), we=(-1,k0), wv3=(1,1,k)

sono linearmente indipendenti per ogni valore di k € R.
b) Esprimere il vettore v = (2,1,2) come combinazione lineare di vy, va,v3.

SOLUZIONE:

Per rispondere alla domanda a) dobbiamo verificare che I’equazione zv; + yvs + zvs = 0 ammette solo la
soluzione nulla, ovvero che la matrice A associata ai tre vettori ha sempre rango 3.

Per rispondere alla domanda b) dobbiamo verificare che ’equazione xv; + yvs + zv3 = v ammette
soluzione (e non ha importanza se ne ammette una oppure infinite), ovvero che rg(A|b) = rg(A), dove Alb
¢ la matrice associata all’equazione.

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo quindi direttamente a gradini la matrice formata dai
tre vettori vy, ve,v3 e dal vettore v come colonna dei termini noti:

0 -1 1 | 2] III[1 0 k | 2 1 0 k| 2
1 k 1 | 1|=110 -1 1| 2|= 0o -1 1 | 2|=
1 0 k | 2 {1 k 1 | 1| mr-rlo k 1-k | -1
1 0 k | 2
0 -1 1 | 2
II+KIT|0 0 1 | —1+42k

a) Per rispondere alla prima domanda ci interessa solo la matrice A dei cofficienti. La matrice dei
coefficienti ha sempre rango 3, quindi I’equazionine xv; + yvs + zvg = 0 ammette la sola soluzione
nulla e vy, v, v3 sono linearmente indipendenti per ogni valore di k.

b) Risolviamo il sistema zv; +yve 4+ zv3 = v di cui abbiamo gia ridotto a gradini la matrice associata:

T+ kz=2 r=—-2k>+k+2
—y+z2=2 =<y=2k—-3
z=2k—1 z=2k—-1

Quindi
v=(=2k?+k+2)v; + (2k — 3)vy + (2k — 1)v3

¢ combinazione lineare di v1, v € v3.

Esercizio 7.26. In R? siano
vy = (k,2,1), wvy=1(-2,1,0), w3=(0,1,1), (k parametro reale)

a) Si stabilisca per quali valori di k i tre vettori costituiscono una base di R3.
b) Per i valori trovati al punto a), si calcolino le coordinate del vettore v = (—2,1,2) rispetto a tale
base.

SOLUZIONE:
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Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice formata dai tre vettori vy, vo,vs €
dal vettore v come colonna dei termini noti:

k-2 0 | =21 IIIf1 o 1 | 2 1 0 1 | 2
2 1 1] 1|= 2 1 1| 1|=1Imn-2rfo 1 -1 | =3 |=
1 0 1 | 2 I |k =2 0 | —2| III—kI|0 -2 —k | —2-2k
10 1 2
o1 -1 | -3
IIT+2IT|0 0 —k—2 | —2k—8

a) La matrice dei coeflicienti ha rango 3 se k # —2, quindi vy, v9, v3 costituiscono una base di R? se
k # —2.

b) Risolviamo, per k # —2, il sistema zv; + yvs + zv3 = v di cui abbiamo gia ridotto a gradini la
matrice associata:

r+z=2 x:—kiw

y—z=-3 =Y = 5

(k+2)z =2k +8 z =2kt
4 —k+2 2k+38

Infine v ha coordinate ( > rispetto a {v1, va, vs}.

k42 k+2 k+2

Esercizio 7.27. Si consideri il sottospazio V = (v1,vs,v3) di R’ generato dai vettori
v = (_17 17 27 13 0)7 U2 = (07 23 17 17 0)7 U3 = (1a 17 _17070)

a) Trovare una base di V.
b) Determinare le coordinate del vettore v = (—2,6,6,4,0) € V rispetto alla base trovata al punto

a).

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata dai tre vettori vy, vo, v3 affiancata dal vettore v per rispondere a
entrambe le domande.

~1 0 1 | -2 -1 0 1 | -2 -1 0 1 | -2
1 2 1 | 6 II+1 |0 2 2 | 4 1211 |0 1 1 | 2
2 1 -1 | 6|=II+2r|0 1 1 | 2|=21II—-II|0 0 0 | 0
1 1 0 | 4 IV+I 0o 11| 2 IV—IIT|0 0 0 | 0
00 0 | O 0 00| 0 0 00| 0

a) Il rango di A & 2 e una base di V & B = {vy, va}.
b) Dobbiamo risolvere ’equazione zv; +yvy = v. Abbiamo gia ridotto a gradini la matrice associata
a tale equazione (basta ignorare la terza colonna relativa a vs). quindi

= _9
{ o = v = 2u; + 209, v=1(2,2)p
y=2

Esercizio 7.28. Sia V il sottospazio di R® generato dai vettori:
v = (2a171)7 Vo = (_17172)7 U3 = (37_2a_1)7 Vy = (4a_17_2)

Determinare una base di V. Esprimere inoltre vy, va, vs € vg come combinazione lineare degli elementi di
tale base.

SOLUZIONE:

Dalla teoria sappiamo che m vettori linearmente indipendenti di R" generano un sottospazio di R™ di
dimensione m < n. E’ evidente che trattandosi di 4 vettori di R® i vettori sono sicuramente linearmente
dipendenti.

Per rispondere a entrambe le domande calcoliamo comunque il rango della matrice A associata ai
quattro vettori riducendola a gradini, in modo da individuare quale (o quali) vettore dipende linearmente
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dagli altri.

2 -1 3 4
11 -2 -1
1 2 -1 =2
Procedendo con il metodo di Gauss otteniamo le matrici equivalenti
2 -1 3 4 2 -1 3 4
2[I-1 {0 3 -7 -6 0o 3 -7 -6
IIr—-I1110 1 1 -1 3rir—-117|10 0 10 3

Si puo osservare che rg(A) = 3, quindi tre dei quattro vettori di partenza sono linearmente indipendenti.
In particolare anche la matrice formata dalle prime tre colonne, ovvero da v1, vs e v ha rango 3. Quindi
puo essere presa come base di V' l'insieme

B = {v1, v2, vs}
Si tratta ora di esprimere vy come combinazione lineare di v, ve e v3, ovvero di risolvere I’equazione
U1 + Yv2 + 2V3 = U4

Notiamo che la riduzione a gradini della matrice associata a tale equazione vettoriale 1’abbiamo gia
effettuata per determinare il rango della matrice associata ai quattro vettori:

2 -1 3 | 4
0 3 -7 ] -6
0 0 10 | 3
Tornando al sistemas:
20 —y+32z =4 T = 1%
Jy—Tz=-6 Sy=—-o1 VieR
10z = 3 z=3
Di conseguenza
9 13 3
Vg TO U1 TO Vg + E U3

Inoltre si ha banalmente:

v1 = lvy + 0vg + Ovg, vo = 0vy + lvg 4 Ovg, v3 = Qv 4 Ovg + lug

O
Esercizio 7.29. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori:
V1 = (27172a1)a Vo = (6, 7,8,5)
vz = (2k, k + 8,3k +3,2), vy = (0, 2k, 2k, 1).

Determinare una base di V' al variare del parametro k. Esprimere inoltre vy, v2, vs € vg come combinazione
lineare degli elementi di tale base.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice A associata ai quattro vettori

26 2% 0 12ITL 3 k0
1 7 k+8 2k 1 7 k+8 2k
2 8 3k+3 2| 2 8 3k+3 2%
15 2 1 15 2 1
13 k 0 1 3 k 0
IT—1 1o 4 8 2 1211 |0 2 4 I
Ir—21|0 2 k43 2k| ~III—1/211|0 0 k-1 ko=
V-I1102 2-%k 1 IV—IIT [0 0 —2k—1 1—2k

Conviene non completare la riduzione e discutere a questo punto i valori del parametro. Infatti in
generale durante le operazioni di riduzione non si ottiene necessariamente det(A) = det(A’), ma, poiché
rg(A) = rg(A’), si ha che det(A) = 0 sse det(A’) = 0. Possiamo quindi calcolare il determinante della
matrice ridotta A’ per calcolare il rango di A:

det(A) =12 [(k — 1)(1 — 2k) — (—2k — 1)k] = 2(4k — 1)
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Di conseguenza:

1
o Se k # T si ha det(A’) # 0, quindi det(A) # 0 e rg(A) = 4. Di conseguenza i quattro vettori
sono linearmente indipendenti:
dim(V) =4,, B = {vy, va, v3, v4}.

Per esprimere ogni vettore come combinazione lineare degli elementi della base abbiamo la
soluzione banale:

v=1-v17+40-v94+0-v34+0-v4 vo=0-v14+1-v94+0-v34+0-v4

v3=0-v1+0-v3+1-v3+0-v4 Vg=0-v1+0-v24+0-v3+1-v4
e Se k = 1 si ha det(A) = det(4’) = 0 e la matrice ha rango sicuramente minore di 4. Possiamo
ora procedere con la riduzione
1

13 1 0 13 1 0 13 1 0
()2z1%:>411()s;11:> 0 8 16 1
00—5% AITT [0 0 —3 1 00 -3 1
00 -3 1 20V 0 0 =3 1| Iv-III|0o 0 0 0

Di conseguenza rg(A) = 3 e v1, v2 e v3 (oppure vy, v2 € v4) sono linearmente indipendenti.

dim(V)=3,,  B={v, v, v3 }.

Per esprimere v,4 in funzione degli elementi di tale base risolviamo I’equazione xvs+yvo+2zv3 =
v4 la cul matrice associata si riduce a

13 1 |0
0 8 16 | 1
00 -3 | 1
00 0 | O
Tornando al sistema associato otteniamo
1
$+3y+1z=0 r=-2
8y + 162 — 1 = qy=+g1
—3z=1 Z=—3
ovvero
55 +19 1
Vg=—— -0 — Uy — =0
DY E -
Inoltre:
vi=1-v14+0-v2+0-wvs, vo=0-v1+1-v9+0-wv3, v3=0-v14+0-v9+1-v3

Esercizio 7.30. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori:
vy = (0,k—1,k* = 1,3k — 2), ve = (1,3,0,3), vy = (—1,-2,1,-1).

Determinare la dimensione e una base di V' al variare del parametro reale k.

SOLUZIONE:

Calcoliamo il rango della matrice A associata a tale insieme di vettori per stabilire se, o quali vettori sono
linearmente indipendenti.

0 1 -1

k-1 3 =2

A= -1 0 1

3k—2 3 -1

Utilizziamo il determinante. Consideriamo la sottomatrice B formata dalle prime 3 righe:
0 1 -1
B=|k—-1 3 —2| = det(B)=—(k—1+2k*—2)— (-3k>+3)=k*> -k

E2—-1 0 1

il cui determinante si annulla per k = 0,1. Quindi:
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e Se k # 0,1 la matrice associata ai tre vettori ha rango 3. Di conseguenza dim(V) =3 e
B(V) = {vi, v2, v3} = {(0,k—1,k* — 1,3k — 2), (1,3,0,3), (—1,-2,1,—-1)}.

e Se k = 0 la matrice A diventa:

0 1 -1 IIr (-1 o0 1 -1 0 1 -1 0 1
-1 3 -2 N -1 3 -2 N Ir-1 10 3 -3 N 0 3 -3
-1 0 1 I |10 1 -1 0 1 -1 3[II-1I110 0 O
-2 3 -1 -2 3 -1 V=210 3 -3 V-1 |0 0 0

Quindi rg(A) = dim(V) = 2. Inoltre
B(V) = { U1, UQ} = {(O? _17 _1a _2)7 (1a 3a 07 3)}

e Se k =1 la matrice A diventa:

01 -1
0 3 -2
0 0 1
1 3 -1
Notiamo che A contiene la sottomatrice C:
0 3 -2
C=10 0 1|= det(C)=1-3#0
1 3 -1

Quindi anche per k =1, dim(V) =rg(4) =3 e
B(V) = {v1, ve, v3} ={(0,0,0,1), (1,3,0,3), (—1,-2,1,—1)}.

Esercizio 7.31. Sia W il sottospazio di R* generato dai vettori {vy, vy, v3, V4 }:
U1 = (_1717_1?1)7 V2 = (1aka374)7 U3 = (la_lvkal)a V4 = (07071ak)

Si calcoli la dimensione di W al variare di k € R.

SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice A associata ai 4 vettori:

-1 1 1 0 -1 1 1 0
1 k -1 0 :>II+I 0 k+1 0 0
-1 3 k 1 IIT-110 2 k-1 1
1 4 1 & IV+I10 5 2 k

A:

Chiamiamo A’ la matrice ridotta cosi ottenuta. Sappiamo che rg(A’) = rg(A). Sappiamo inoltre che
il rango di una matrice corrisponde, oltre che al numero di pivot, al massimo ordine di una sottomatrice
con determinante non nullo. Senza proseguire ulteriormente nella riduzione possiamo quindi calcolare il
determinante della matrice ridotta A’ per calcolarne il rango:

det(A)=—-1-(k+1)-[(k—1Dk—2] = —(k+1)(k* -k —2)
e det(A’) =0se k=—10 k=2. Di conseguenza
e Se k# —1,2, det(A’) # 0, quindi la matrice A ha rango 4, e dim(W) = 4.

e Se k = —1 la matrice A’ ha determinante nullo, quindi rg(A) < 4, e dopo un ulteriore passo di
riduzione A diventa

-1 1 1 0
;0 0 O 0
A= 0o 2 -2 1
10 5 2 -1
Questa contiene la sottomatrice
(-1 1 0
0 2 1
10 5 -1

di determinante —1(—2 — 5) # 0.
Quindi A ha rango 3 e dim(W) = 3.
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e Se k = 2 la matrice A’ ha determinante nullo, quindi rg(A4) < 4, e dopo un ulteriore passo di
riduzione diventa

-1 1 1 0
, |10 3 00
A= 0 2 11
0 5 2 2
Questa contiene la sottomatrice
-1 1 0
0 3 0
0 2 1

di determinante —3 # 0.
Quindi anche in questo caso A ha rango 3 e dim(W) = 3.

In alternativa tutto ’esercizio poteva essere svolto completando la riduzione a gradini di A.

Esercizio 7.32. Si considerino i vettori di R*
vy =(3,-1,2,0), w9 =(-6,2,—-4,0), wvs=(-3,k,k—3,0)
a) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vy appartiene al sottospazio W = (v1,v9) generato da

V1 € Vag.
b) Si trovi, al variare di k, una base di W e una base del sottospazio (v1,va,vs).

SOLUZIONE:

a) Si tratta di stabilire quando il vettore vz & combinazione lineare di vy e v, ovvero quando il
sistema associato all’equazione vettoriale xvi +yvs = v3 ammette soluzione. Riduciamo a gradini
la matrice associata a tale sistema

3 -6 | -3 137 1 -2 | -1
-1 2 | k[ _II+131]0 0 | k-1
2 -4 | k=3| TII-2/3110 0 | k-1
0o 0 | o 0 0 | 0

Infine
— Se k #1,rg(4) =1 < rg(A|b) = 2 e il sistema non ammette soluzione. Di conseguenza v
non appartiene a W.
— Se k =1, rg(A) = rg(A|b) = 1 e il sitema ammette (infinite) soluzioni. Di conseguenza vs
appartiene a W.
b) Per determinare una base di W dobbiamo calcolare il rango della matrice associata a v1 e vs.
Abbiamo gia ridotto a gradini tale matrice:

1 -2
0 O
0 0
0 0

La matrice ha rango 2, quindi v; e v2 non formano una base, sono infatti linearmente dipendenti.
Di conseguenza uno solo dei vettori & sufficiente a generare tutto lo spazio e una base di W & data
per esempio da {v; }.
Determiniamo ora una base di (v1,v2,v3). Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k = 1, vs appartiene a W = (v1,v2). Quindi se k = 1, (v1,v2,v3) = W e una base di
(v1,v2,v3) & la stessa di W, quindi {v; }.
— Se k # 1, vs non appartiene a W = (v1,v9). Quindi per ottenere una base di (vy,vs,vs)
dobbiamo aggiungere alla base di W il vettore vs, ottenendo quindi la base {v1,v3}.
|

Esercizio 7.33. Si considerino i vettori di R*
vy =(1,2,-1,3), wvy=(-2,—-4,2,-6), vs=(3,6,k—6,3k)

a) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vy appartiene al sottospazio W = (v1,v9) generato da
V1 € Vag.
b) Si trovi, al variare di k, una base di W e una base del sottospazio (v1,va,v3).
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SOLUZIONE:

a) Si tratta di stabilire quando il vettore vz & combinazione lineare di v; e ve, ovvero quando il
sistema associato all’equazione vettoriale xv; +yvs = v3 ammette soluzione. Riduciamo a gradini
la matrice associata a tale sistema

1 -2 | 3 1 -2 | 3
2 4| 6 r—21 [0 0 | o0
1 2 | k=6| 7 IIT+I [0 0 | k-3
3 -6 | 3k 131V —-1(0 0 | k-3

Infine
— Se k # 3, rg(A) = 1 < rg(A|b) = 2 e il sistema non ammette soluzione. Di conseguenza vs
non appartiene a W.
— Se k = 3, rg(A) = rg(A4|b) = 1 e il sitema ammette (infinite) soluzioni. Di conseguenza vs
appartiene a W.
b) Per determinare una base di W dobbiamo calcolare il rango della matrice associata a v; e vs.
Abbiamo gia ridotto a gradini tale matrice:

-2

oo o=
o O O

La matrice ha rango 1, quindi v; e vo non formano una base, sono infatti linearmente dipendenti.
Di conseguenza uno solo dei vettori e sufficiente a generare tutto lo spazio e una base di W e data
per esempio da {v}.
Determiniamo ora una base di (v1,v2,v3). Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k = 3, v appartiene a W = (v1,v2). Quindi se k = 3, (v1,vq,v3) = W e una base di
(v1,v9,v3) & la stessa di W, quindi {v;}. Analogamente la matrice, gia ridotta, associata a
v1,V9 € v3 nel caso k =3 ¢

)
= rg(A) = dim((v1,v2,v3)) =1 e B({v1,v2,v3)) = {v1}

OO O
o O O
OO O W

— Se k # 3, vs non appartiene a W = (v1,v9). Quindi per ottenere una base di (v1, ve, v3) dobbi-
amo aggiungere alla base di W il vettore v3, ottenendo quindi la base {v1,v3}. Analogamente
la matrice, gia ridotta, associata a vy, v e vz nel caso k # 3 &

—2 3
0 = rg(A4) = dim((v1, v2,v3)) =2 e B({v1,v2,v3)) = {v1, v3}

o O O
o O O

k-3
k—3

Esercizio 7.34. Sia V = ( vy, va, vz, v4 ) con
v = (3,7, k+1,2k +2), va = (2,2k +2,0,0), v3 =(1,1,0,0), vy = (—3, 7,1, 2k)

a) Si determini la dimensione di V' al variare di k € R.
b) Si determini una base di V' al variare di k € R.

SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice A associata ai quattro vettori:

3 2 1 -3
a_ | 7 k+2 1 7
k+1 0 0 —1
2%+2 0 0 2k
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Per ridurre la matrice a gradini scambiamo v3 con wi, ricordando poi tale scambio per rispondere alla
domanda b).

1 2 3 -3 1 2 3 -3
1 2k+2 7 -7 N I1-1 |0 2k 4 —4
0 0 k+1 -1 0 0 k+1 -1
0 0 2k+2 2k IV —2IIT |10 O 0 2k +2

Dobbiamo distinguere tre casi:

e Se k #0,—1, allora dim(V) = rg(A) = 4. Inoltre B(V) = {v1, va, v3,v4}.
e Se k = 0, la matrice diventa

1 2 3 -3 1 2 3 -3
00 4 —4 00 4 —4
00 1 —1| " 1mr—4r1{o 0o 0o 0
000 2 000 2

Quindi dim(V) = rg(A4) = 3. Inoltre
B(V) = {1}171)3,1}4} = {(37 77 17 2)3 (17 1707 O)a (737 775 7170)}

e Se k = —1, la matrice diventa
1 2 3 -3
0 -2 4 —4
0 0 0 -1
0 0 0 O

Quindi dim(V') = rg(A) = 3. Inoltre
B(V) = {1}2,’[}371]4} = {(2707070)7 (]-7 17070)7 (_37 _77 _]—v _2)}

Esercizio 7.35. Determinare una base dei sequenti sottospazi W di R>:
(1) W =((1,2,5),(—3,—6,—15))
(2) W= <(1a 2, 5)7 (*33 —6, *15)7 (2a 1, O)>
(3) W= <(_]—v 27 0)7 (Oa ]-7 _1)7 (13 _17 2)>

SOLUZIONE:

(1) Determiniamo se i due vettori sono linearmente indipendenti calcolando il rango della matrice

associata:
1 -3 1 -3
2 —6| = II-2I [0 O
5 —15 II71—-5I{0 O

Di conseguenza rg(A) =1 e

dim(W)=1, B={(1,2,5)}

(2) Determiniamo se i tre vettori sono linearmente indipendenti calcolando il rango della matrice

associata:
1 -3 2 1 -3 2 1 -3 2
2 -6 1| = II-2I [0 O 3| = 0o 0 -3
5 =15 0 II7-5110 0 -10 3[I1 —10I1 |10 O 0

Di conseguenza rg(A) =2 e

dim(W) =2, B=1{(1,2,5), (2,1,0)}

(3) Determiniamo se i tre vettori sono linearmente indipendenti calcolando il rango della matrice
associata:
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
2 1 -1\ = II+2I|{0 1 1| = 0 1 1
0 -1 2 0 -1 -2 Hnr+i1m|o 0 -1
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Di conseguenza rg(A) =3 e

dim(W) =3, B={(-1,2-0), (0,1,—1), (1,-1,2)}

Esercizio 7.36. Sia V = ((vy, ve, v3 ) con
v =(k+3, k+3,0), w=(0,3 k+2), wvs=(0, 3k k)

a) Si stabilisca per quali valori di k € R lo spazio V coincide con R3.
b) Si determini la dimensione una base di V' al variare di k € R.

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice A associata ai tre vettori:
k+3 0 0

A= [k+3 3 3k
0 k+2 k

a) Lo spazio V coincide con R? se dim(V) = 3, cioe se rg(A) = 3, ovvero det(A) # 0. Calcoliamo
quindi il determinante di A che ¢ immediato sviluppando rispetto alla prima riga:

det(A) = (k + 3)[3k — 3k(k + 2)] = 3k(k + 3)(—k — 1)

Quindi se k # 0, —1, —3, i tre vettori sono linearmente indipendenti e V = R?.
b) Abbiamo gia osservato che se k # 0, —1,—3, i tre vettori sono linearmente indipendenti, quindi
B(V) = {v1, ve, vs}. Inoltre:
— Se k =0 la matrice A diventa:

3 00 3 00 300
A=13 3 0| =II-1|0 3 0| = 0 3 0
0 2 0 0 2 0 3111 —2I1 {0 0 O
Quindi dim(V') =2 e B(V) = {v1, v2}.
— Se k = —1 la matrice A diventa:
2 0 0 2 0 0 2 0 0
A=12 3 3| =II-1|0 3 -3|= 0 3 -3
0 1 -1 0 1 -1 3[II—-1II|10 0 O
Quindi dim(V) = 2 e una possibile base ¢ B(V) = {v, va}.
— Se k = —3 la matrice A diventa:
0 0 0 0 0 0
A=10 3 -9| = 0 3 -9
0 -1 -3 3[IT+1II|10 0 -—18

Quindi dim(V) =2 e B(V) = {vs, vs}.
0

Esercizio 7.37. Sia V' lo spazio vettoriale generato dai vettori v = (1,—-2,4,0), vy = (2,3,—-1,1) ¢
3 = (0, 1,3,0):

V= <v13 V2, ’l}3>

(1) Determinare la dimensione dello spazio vettoriale V.

(2) Determinare se il vettore vy = (3,1,3,1) appartiene a V. In caso positivo esprimere vy come
combinazione lineare di vy, vy € v3.

(3) Determinare la dimensione dello spazio vettoriale W = (v1, vg, v3, v4).

SOLUZIONE:

Per potere rispondere a tutte le domande riduciamo a gradini la matrice associata all’equazione

U1 + Yva + 2V3 = U4
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1 2 0 | 3 1 2 0 | 3 1 2 0 | 3

~2 3 L | 1| II+20 00 7 -1 | 7|_ IV |0 1 0 | 1

4 -1 3 | 3| 7mr—4rlo -9 3 | -9 "1/31rlo -3 1 | -3

0o 1 0 | 1 o1 o0 | 1 o o 7 -1 | 7
12 0 | 3 120 | 3

N 01 0 | 1 010 | 1

IIT+3I1(0 0 1 | 0 00110

IV—7I7(0 0 =1 | 0 IV+1Hooo\o

Possiamo ora risponedere alle domande.

(1) Per determinare la dimensione dello spazio vettoriale V' calcoliamo il rango della matrice A dei
coefficienti:

oS O O
[N
O = OO

La matrice ha 3 pivot, quindi dim(V) = rg(A) = 3.

(2) Per determinare se il vettore v4 = (3,1,3,1) appartiene a V consideriamo la matrice completa e
torniamo al sistema associato:

r+2y=3 rz=1

Di conseguenza il vettore v, appartiene a V:
Vg = V1 + Vg

(3) Per determinare la dimensione dello spazio vettoriale W = (v1, va, vs, v4) consideriamo la
matrice completa B:

oS O o
[ e V)
o= O O
OO =W

Anche in questo caso la matrice ha 3 pivot, quindi
dim(W) =rg(B) =3

Notiamo che potevamo risponedere a questa domanda semplicemente osservando che dal punto
predente sappiamo che v € V', quindi W =V e dim(W) = dim (V) = 3.

0
Esercizio 7.38. Sia
V={((1,1,2,-1), (2,k+3,4,-2), (0,1,1,k* - 1))

con k parametro reale.

a) Si determini la dimensione di V' al variare di k € R.
b) Si stabilisca per quali valori di k € R il vettore vy = (3,3,k + 6,—3) appartiene a V.

SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A formata dai tre vettori vy, v €
vs, affiancata dalla colonna dei termini noti formata dal vettore v4 (in modo da risolvere anche ’equazione
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V1 + Yva + 203 = v4):

1 2 o | 3 12 o | 3
1 k+3 1 | 3 -1 10 k+1 1 | 0
2 4 1 | k+6| TImr—210 0 T
-1 -2 kK*-1 | =3 IV+I |0 0 k*—=1 1 0
1 2 0 | 3
0 k+1 1 | 0
0 0 1 | k
V- -DIIT0 0 0 | —k(k2-1)

a) Consideriamo la matrice A.
— Se k # —1 allora

rg(A) = 3 = dim(V), B(V) = {vy,v2,v3}.
— Se k = —1 allora
rg(A) =2 = dim(V), B(V) = {v1,v3}.
b) vy appartiene a V se il sistema associato all’equazione xzv; + yve + zv3 = v4 ammette soluzione,
ovvero se rg(A) = rg(A|b).
Notiamo che —k(k? — 1) =0 se k = 0, £1. Quindi

— Se k #0,+1, allora rg(A) = 3 < rg(A|b) =4 e vy non appartiene a V.
— Se k =0, la matrice A|b diventa:

(el e BN an I
OO =N
O = = O

Quindi rg(A) = rg(Alb) = 3 e vy appartiene a V.
— Se k =1, la matrice A|b diventa:

O O NN
O = = O

oo o

Quindi rg(A) = rg(Alb) = 3 e v4 appartiene a V.
— Se k = —1, la matrice A|b diventa:

1 20 | 3 1 20 | 3
0.0 1 ] 0f_ 001 1] 0
00 1 | -1 000 | -1
000 | O HI*HOOO|0

Quindi rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 e v4 non appartiene a V.

Esercizio 7.39. Sia V = (v1,v9,v3) lo spazio vettoriale generato dai sequenti vettori:
vy =(1,1,2), v2e=(0,k—1,k-=1), wv3=(2,1,k+5)

dove k & un parametro reale.

a) Determinare una base e la dimensione di V' al variare del parametro k.
b) Stabilire per quali valori di k il vettore vy = (1,3,4) appartiene a V. In caso positivo esprimere
vy come combinazione lineare di vi,vs € V3.

SOLUZIONE:
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Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice associata all’equazione vettoriale
TV + Yvg + 2V3 = V4

1 0 2 |1 1 0 2 |1
1 k—=1 1 | 3|= II-1 {0 k—1 -1 | 2|=
2 k—1 k+5 | 4| Im1—-210 k—1 k+1 | 2

1 0 2 |1

0 k—1 -1 | 2

IIT—II0 0 k+2 | 0

a) Per rispondere alla prima domanda calcoliamo il rango della matrice A dei coefficienti. Dobbiamo

distinguere tre casi:
— Se k #1,—-2, allora dim(V') = rg(A) = 3 e una base di V' ¢ data dall’insieme

B= {Ula V2, UB}

— Se k =1, allora dim(V) = rg(A) = 2. Inoltre la matrice formata dalla prima e dalla terza
colonna ha rango 2. Quindi una base di V' & data dall’insieme

B = {7)1, 7)3}

Notiamo che per k£ = 1 il vettore vs ¢ il vettore nullo, quindi ¢ ovviamente dipendente dagli
altri due.

— Se k = —2, allora dim(V) = rg(A) = 2. Inoltre la matrice formata dalla prima e dalla
seconda colonna ha rango 2. Quindi una base di V' & data dall’insieme

B = {7)1, 7)2}
In questo caso anche la matrice formata dalla prima e dalla terza colonna ha rango 2, quindi
poteva essere preso come base di V' anche 'insieme B = {vq, vs}

b) Anche in questo caso dobbiamo distinguere tre casi:
— Se k # 1, —2 dalla matrice ridotta a gradini torniamo al sistema:

z+2z=1 x:12
)y —z=2 ={y=-—"-
(k—1)y—=z V=
(kJrQ)Z:O 2=0
Quindi vy € V:
U4:vl+k_1112

Notiamo che se k # 1, -2, dim(V) = 3, quindi V' = R? e necessariamente vy € V.
— Se k =1 otteniamo la matrice

10 2 |1 1o 2 |1 r+2z=1
0 0 -1 2| = 00 -1 | 2|=4q—2=2
00 3 | O 117431110 0 0 | 6 0= —6
L’ultima equazione risulta impossibile, quindi in questo caso vq4 € V:
— Se k = —2 otteniamo la matrice
10 2 |1 x=06t+5
2z =1
03 —1 | 2 {I+Z B y=t VteR
00 0 | 0 “dy-z=2 L= 3t_2

Anche in questo caso vy € V:
1)4:(6t+5)’01+t~’02+(—3t—2)v3 VteR

In particolare, ponendo per esempio ¢t = 0, otteniamo la combinazione v4 = 5v1 — 2v3.

Esercizio 7.40. Si considerino i sequenti vettori di R*:
v1 =(1,0,3,1), v =1(-3,-3,-3,0), wvs=(0,k+1,k+1,0), wvs=(k—1,1,3k—5,2k—5),
dove k & un parametro reale, e sia V = (v1,va, v, v4).

a) Si stabilisca per quali valori di k lo spazio V' coincide con R
b) Si determini la dimensione e una base di V al variare di k.



2. SOLUZIONI 137

SOLUZIONE:

a) Lo spazio V coincide con R* se dim (V') = 4, cioe se il rango della matrice associata a vy, va, v3, U4
e 4. Riduciamo quindi a gradini la matrice associata ai quattro vettori:

1 -3 0 k—1 1 -3 0 k-1 1 -3 0 k—1

0 -3 k+1 1 N 0 -3 k+1 1 N 0 -3 k+1 1

3 -3 k+1 3k-5 II17-31{0 6 k+1 =2 IIT+21110 0 3k+3 0

1 0 0 2k -5 v -1 10 3 0 k—4 IV+II |0 0 k+1 k-3
1 -3 0 k—1

N 0 -3 k+1 1

13111 |0 0 k+1 0
IV—1/31II|0 0 0 k-3

I quattro vettori sono linearmente indipendenti e quindi V = R* se k #-1,3
b) Dalla matrice ridotta otteniamo direttamente:
— Sek# —1,3,dim(V) =4 eunabase di V & B(V) = {v1,v2,v3,v4} (0 anche la base canonica
di R* per esempio).
— Se k=—1, dim(V) =3 e una base di V & B(V') = {v1, v2,v4}.
— Se k=3,dim(V) =3 eunabase di V & B(V) = {v1,v92,v3}.

a
Esercizio 7.41. Si consideri l’insieme
S = { (k + 17 k + 1707 2k)7 (Oa 2ka 07 0)7 (17 3ka Oa 1)7 (17 5k7 1a k) }
a) Si stabilisca per quali valori di k U'insieme S é una base di R
b) Posto k = —1 si trovino le coordinate del vettore v = (1,1,0,1) rispetto alla base trovata.
SOLUZIONE:
a) Calcoliamo il determinante della matrice associata ai quattro vettori
k+1 0 1 1
k+1 1 1
det [FHL 28 3k 5KV op et | 0 0 1
0 0 0 1 ok 1 k
2k 0 1 &k
k+1 1
=2k (—1)-det { ok 1] = =2k(-k+1)
Se k # 0,1 la matrice ha determinante diverso da zero, quindi rango 4 e i vettori formano una
base di R*.
b) Riduciamo a gradini la matrice associata all’equazione zvy +yvs + zv3 +wvg = v dove vy, Ve, V3, U4
sono i vettori della base dopo avere posto k = —1:
o 0 1 1 | 1 Iv[i-2 0 1 1|1
O—2—3—5|1:> 0—2—3—5|1:>
0 0 0 1 | 0 I 10 0 1 1 ] 1
-2 0 1 -1 | 1 ITr{o o o 1 |0
—2r+z—w=1 =0
—2y—-3z—-5w=1 = -2
=
z+w=1 z =
w = O w =
Infine le coordinate di v rispetto alla base trovata sono
U= (Oa 727 17 O)S
O

Esercizio 7.42. Sia W il sottospazio di R* generato dai vettori
U1 :(k,l,l,Z), ’UQZ(O,I,O,l), ’U3=(k‘,0,1,1).

a) Al variare del parametro k, trovare una base di W.
b) Si completi la base trovata in a) ad una base di R*.
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SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A formata dai tre vettori affiancata
dalla matrice identica:

k0O Kk | 1000 III[T 01 ] 00710
1 101] 0100 1100100
1010010 7 7Iko0ok ]| 1000
21 1] 0001 2110001

10 1 [ 00 1 0 10 1 |0 0 1 0
-1 101 -1 ] 01 -1 0 01 -1 ]0 1 -10
Ir—krlo o o | 1 0 -k o]~ 00 0 | 1 0 —k 0
w-20l01 -11]00 -2 1] Iv-1r{o 0 o | 0 -1 -1 1

a) Dalla riduzione vediamo che rg(4) =2 e
BW) = {v1, va} (oppure B(W) = {vy, v3}).
b) La matrice formata dalla prima, seconda, quarta e quinta colonna ha rango 4, quindi

B(R4) = {U17 V2, €1, 62}

Esercizio 7.43. Sia V = (v1,v9,v3) il sottospazio di R* generato dai vettori
vy = (k,0,0,1), va =(2,0,0,0), v3 =(2,0,k,0) (k parametro reale).

a) Trovare una base di V' al variare del parametro k.
b) Posto k =0, completare la base trovata al punto precedente ad una base di R
c) Stabilire per quali valori di k il vettore w = (—=3,0,—1,1) appartiene a V.

SOLUZIONE:

a) Per rispondere anche alla domanda ¢) riduciamo a gradini la matrice A|b in cui A ha per colonne
i vettori vy, vo, v3 e b € la colonna corrispondente al vettore w.

k22 | =31 IV[L o0 o0 | 1 100 1
000 | 0 _ I|k22]| =3 II-kI|02 2| -3-k
00k | -1 00k | -1 00k | -1
100 | 1 IIfo 0 0] 0 000/ O

Consideriamo solo la matrice A:
— Se k # 0, allora rg(A) = 3, quindi i tre vettori sono linearmente indipendenti e una base di
V & data da B(V) = {v1,v2,v3}.
— Se k=0, rg(A) = 2 e una base di V & data da B(V) = {v1,v2}.
c¢) Dalla matrice ridotta notiamo che
— Se k # 0, allora rg(A) = rg(Alb) = 3, quindi w € V.
— Se k=0, rg(A) =2 <rg(A|b) =3, quindi w ¢ V
b) Per k = 0 abbiamo preso come base di V 'insieme B = {v1,v2}. Si tratta quindi di aggiungere a
questi due vettori altri due vettori in modo da ottenere una base di R*. A tale scopo possiamo
ridurre a gradini la matrice ottenuta affiancando a vy e vs i vettori della base canonica, in modo
da individuare tra questi i vettori da aggiungere. Notiamo perd che per k = 0, v; = (0,0,0,1)
e vy = (2,0,0,0), quindi evidentemente i vettori della base canonica da aggiungere per ottenere
una base di R* sono e; = (0,1,0,0) e e3 = (0,0,1,0). Infine la base cercata pud essere

B(R*) = {v1,v2, 2,3}

Esercizio 7.44. Sia
B={(-2,0,0), (1,k,—-1), (1,—-1,k) }
a) Trovare i valori del parametro k per cui B é una base di R3.

b) Per il valore k = 3, determinare le coordinate dei vettori v = (—=3,2,1) e w = (0,1,2) rispetto
alla base B.

SOLUZIONE:
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Poche si tratta di 3 vettori di R?, Pinsieme B & una base sse i tre vettori che lo costituiscono sono
linearmente indipendenti, cioe se la matrice associata ha rango 3. Riduciamo A a gradini:

-2 1 1 -2 1 1 -2 1 1
0 k —-1{=1I1|0 -1 k|= 0 -1 k
0 -1 &k I1710 k -1 IIT+EKEIT| O 0 —1+k?

La matrice ha rango 3 se k # +1, quindi B & una base di R® per k # +1.

In alternativa potevamo calcolare il determinante della matrice A
det(A) = —2(k* — 1)

Poiche il determinante di A si annulla per £ =1 e per kK = —1, la matrice A ha rango 3, cioe B ¢
una base di R?, per k # +1.

Chiamiamo vy, vs € v3 i 3 vettori di B:
V1 = (_270’0)5 Vg = (17k7 _1)7 V3 = (15 _17k)

Se B = {v1, 2, vz} & una base di R?, le coordinate di un vettore v di R? rispetto a B
corrispondono ai coefficienti della combinazione lineare di v1,vs e v3 con cui esprimiamo v:

xv; +yva +zv3 =v = v=(2,y,2)B

Si tratta quindi di esprimere v e w come combinazione lineare degli elementi di B, cioe di
risolvere le due equazioni vettoriali

TVl + Yvg + 2V3 = VU e TV + Yvg + 2V3 =W

Per comodita riduciamo a gradini la matrice A affiancata dalle due colonne dei termini noti
formate dalle componenti di v e w rispettivamente.

2 1 1 | =30 —2 1 1 | =3 0
0 3 -1 ] 2 1|= 0 3 -1 | 2 1
0 -1 3 | 1 2| 3[I+I11{0o 0o 8 | 5 7

Per determinare le coordinate di v rispetto a B risolviamo il sistema relativo alla prima delle
due colonne dei termini noti:

-2 1 1 | -3 —2r4+y+z2=-3 x:%
0 3 -1 | 2|=>4¢3y—2=2 = y:%
0 0 8 | 5 8z =95 z:g

Quindi v ha coordinate 2, z, > rispetto alla base B.
4°8'8 /),

Per determinare le coordinate di w rispetto a B risolviamo il sistema relativo alla seconda
delle due colonne dei termini noti:

-2 1 1 | 0 —2r+y+2=0 x:%
0 3 —1 | 1| =><{3y—2=1 =qy=2
0 0 8 [ 7 8z =17 z %

Quindi w ha coordinate §, §, ’ rispetto alla base B.
4°8°8)4

O

Esercizio 7.45. Si considerino i vettori di R*: vy = (1,2,1), vy = (1,1,-1), vz = (1,1,3), wy =
(2737 _1)3 w2 = (17272)7 w3 = (17 17 _3)
a) Si calcoli la dimensione dei sottospazi V = (v1,va,v3), W = (wy, wa, ws).
b) Si trovi una base del sottospazio intersezione VNW.

SOLUZIONE:
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a) Riduciamo a gradini le matrici A e B associate ai vettori v; e w; rispettivamente:

1 1 1 1 1 1 1 1 0
A=12 1 1|=II-2I|0 -1 -1|= 0 -1 -1
1 -1 3 IIr-1(0 -2 2 II7—-2I1110 O 4
[1 1 2 1 1 2 1 1 2
B=|1 2 3|= II-1 |01 1|= 011
-3 2 -1 IIT+31|0 5 5 IIT-5I1110 0 O

Quindi
dim(V) =rg(A) =3
dim(W) = rg(B) = 2
b) Dai risultati del punto precedente osserviamo che V' e W sono sottospazi di R? e che in particolare
V ha dimensione 3, quindi V = R?. Di conseguenza:
VAW =R’NnW =W

Dai calcoli eseguinti nel punto precedente, tenendo conto che nello scrivere B abbiamo scambiato
la naturale posizione di w; e ws, otteniamo che:

Esercizio 7.46. Si considerino i sequenti sottospazi di R®:
U={(z,y,2) €ER? | z — 2y + 2 = 0}
vV ={((1,0,1), (1,2,1), (1,0,1))
a) Determinare una base e la dimensione di U e di V.
b) Determinare una base e la dimensione di UNV.
b) Determinare una base e la dimensione di U + V.

SOLUZIONE:

a) Esplicitiamo U:

T=25—1
r—2y+z2=0=>Cy=s =U={(2s-t s, t)|steR}
z=1

BU) = {uy = (2,1,0), uy = (-1,0,1)}  dim(U) =2

Analogamente esplicitiamo una base di V stabilendo quali tra i generatori sono linearmente
indipendenti. Consideriamo la matrice associata ai tre vettori:

1 11 1 11
0 2 0| = 0 2 0
1 1 1 II1T-1110 0 0

Quindi dim(V) =rg(4) =2 e
B(V) = {v1=(1,0,1), v2 = (1,2, 1)}

¢) Conviene forse prima dimensione e base dello spazio U4V in quanto si tratta dello spazio generato
dai generatori dei due spazi

U+V: <’Ul7 V2, Ui, ’LL2>

Consideriamo quindi la matrice associata ai quattro vettori

11 2 -1 11 2 -1
021 0|= 021 0
1 1 0 1 II7T-1(0 0 0 2

Quindi dim(U + V) =rg(A) =3 e
B(U+ V) = {Ul = (17071)a Vg = (1a271)7 Uy = (27 130)}
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b) Usando la formula di Grassman otteniamo che
dim(UNV) =dimU) +dim(V) —dim(U + V) =1

Per determinare una base di U NV possiamo procedere in due modi.
— MODO 1. Abbiamo visto che B = {v1, v}, quindi

V={v=_(avi +bvg) |a,be R} ={v=(a+b, 2b, a+b)|abeR}
Ora si tratta di vedere quali di questi vettori appartengono a U. Poiché
U={(z,y,2) €ER® |z — 2y + 2 = 0}
possiamo imporre la condizione sul generico vettore v di V:
(a+b)—2(20)+(a+b)=0 = 2a—20=0 = a=b
Quindi v € U sse a = b, ovvero i vettori di V' che appartengono anche a U sono del tipo:
(2b, 2b, 2b) = (2,2,2)b bER
Infine
Unv ={(2,2,2)) BUNV)={(2,2,2)}

Notiamo che dim(U NV) = 1 come ci aspettavamo.
— MODO 2. 11 seguente modo ¢ piu standard, ma i calcoli possono essere pitt complicati.
Abbiamo gia osservato che

V={v=_(avi +bvg) |a,be R} ={v=(a+b, 2b, a+b)]|abeR}
Analogamente B(U) = {u1,uz2}, quindi
U={u=(cus+duz) | c,de R} ={u=(2c—d, ¢, d) | ¢,d e R}
Quindi un vettore w € U NV se puo essere scritto in entrambi i modi:
w = avy + bvg = cuq + dusy

per opportuni a, b, ¢c,d € R. Si tratta di risolvere il sistema associato a avy +bvs = cuj + dus,
dove le incognite sono a, b, ¢, d:

a+b=2c—d a+b—2c+d=0
2b=c = 420—c=0
a+b=d a+b—d=0
Riduciamo a gradini la matrice associata al sistema:
11 -2 1 |0 11 -2 1 |0
02 -1 0 |0]= 02 -1 0 |0
11 0 -110 Irr—-1{0 o 2 -2 |0
a:%t
a+b—2c+d=0 h
2b—c=0 =
2 —2d =0 c=t
d=t

Ponendo per esempio ¢ = 1 e sostituendo in w = cuj +dus (0 analogamente in w = avy +bvg)
otteniamo che w = (1,1,1) € U N V. Infine

BUNV)={(111)}

Esercizio 7.47. Si considerino i sequenti sottospazi di R*:
U ={(0,1,1,0)a+ (0,0,0,1)b | a,b € R}
V={(z,y,z,w) eR* | 2+ y =0, z =2z}

a) Determinare una base e la dimensione di U e di V.
b) Determinare una base e la dimensione di U NV.
¢) Determinare una base e la dimensione di U + V.

SOLUZIONE:
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a) Dalla definizione U = (0,1, 1,0), (0,0,0, 1)), determinamo quindi se i due vettori sono linearmente
indipendenti:

—_ = O

rg =2, quindi v; e v2 sono lin. indip.

— O O O

0
= B(U) = {u; = (0,1,1,0), up = (0,0,0,1)},  dim(U) =2

Esplicitiamo ora V risolvendo il sistema

r==s
€T = = —

+y=0 N Y s N
z =2«x z = 12s
w=t

B(V) = {v; = (1,-1,2,0), va = (0,0,0,1)}, dim(V) = 2
c¢) Lo spazio U + V & lo spazio generato dai generatori dei due spazi
U+V = <U17 V2, Ui, U2>

Consideriamo quindi la matrice associata ai quattro vettori

00 1 0] II[1 0 =1 0 10 -1 0
10 10 wlo1 o 1 01 0 1
10 2 o~ 10 2 ol 1r—1lo o 3 o~
01 0 1 I1loo 1 0 00 1 0

10 -1 0

01 0 1

00 3 0

3[V-IIT|10 0 0 O
Quindi dim(U + V) =rg(4) =3 e
B(U+V)={v, =(0,1,1,0), vo =(0,0,0,1), u; = (1,—1,2,0)}
b) Usando la formula di Grassman otteniamo che
dim(UNV)=dim(U) + dim(V) —=dim(U + V) =1
In questo caso senza eseguire calcoli possiamo osservare che il vettore vy = (0,0,0,1) = us
appartiene a entrambi gli spazi, quindi
B{UNV)=1{(0,0,0,1)}

|
Esercizio 7.48. In R* con il prodotto scalare canonico sia U il sottospazio dei vettori ortogonali al

vettore (1,0, —1,0) e sia V il sottospazio generato dai vettori (1,0,—2,3), (-1,1,1,—-4), (1,1,-3,2).
Si trovino la dimensione e una base di U, V, UNV, U+ V.

SOLUZIONE:
Esplicitiamo U:

U={(z,y,z,w) eR* |z —2=0} = Y : =U={({, s t, r)|rsteR}
z

B(U) = {u; = (1,0,1,0), uz = (0,1,0,0), uz = (0,0,0,1)}  dim(U) =3

Analogamente determiniamo una base di W stabilendo quali tra i generatori sono linearmente indipen-
denti. Consideriamo la matrice associata ai tre vettori:

1 -1 1 1 -1 1 1 -1

0 1 1 0 1 1 0 1

—2 1 3| Trrr+2rlo -1 -1 THr+1r{o o

3 -4 2 vV -3 {0 -1 -1 IV+II {0 O

OO ==
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Quindi dim(V) =rg(A) =2e¢
B(V) = {Ul = (1703 72,3)7 V2 = (71’171774)}

Conviene prima determinare dimensione e base dello spazio U + V in quanto si tratta dello spazio
generato dai generatori dei due spazi

U+V =(UUV) = (u, ug, us, v1, v2)

Consideriamo quindi la matrice associata ai cinque vettori

100 1 -1 100 1 -1 100 1 -1
010 O 1 N 010 O 1 N 01 0 O 1
100 -2 1 II17-1{0 0 0 -3 2 wvio 01 3 -4
001 3 -4 0 01 3 -4 1710 0 0 -3 2

Quindi dim(U + V) =rg(A) =4 e una base &
B(U + V) = {Ul = (1705 1?O>7 U2 = (07 1a070)7 uz = (0,0707 1)a U1 = (1707_273)}

Notiamo che dim(U + V) =4 e U +V =R
Usando la formula di Grassman otteniamo

dim(UNV) =dim(U) +dim(V) —dim(U + V) =1
Sappiamo che il generico vettore v di V' e del tipo
v =201 +Yve = (1u07_273) T+ (_13171a_4) Y= (J:_y7 Yy, —2z +y, 31'_41/)

Inoltre un tale vettore appartiene anche a U se ¢ ortogonale a (1,0, —1,0). Imponendo quindi la condizione
di ortogonalita otteniamo:

velNV se (x—y) 14+ (2z+y)- (-1)=0 = 3z—-2y=0 =

Infine

velUNV se v=(2t—3t, 3t, —4t+ 3t, 6t —12t) = (—1,3,—1,—6)t
BUNV)={(-1,3,-1,-6)}

Esercizio 7.49. Siano U e V i sottospazi di R® cosi definiti

U:{(x,y,z)€R3 | z+2=0}
vV ={(1,-1,0), (1,1,-1))

a) Determinare la dimensione e una base dei due sottospazi U e V.
b) Determinare la dimensione e una base dei due sottospazi U +V eUNV.

SOLUZIONE:

a) Esplicitiamo U:

r=—1
r+z=0=><Ky=s =U={(-t, s, t) | s,t € R}
z=1

BU) = {uy = (=1,0,1), up = (0,1,0)}  dim(U) =2

Analogamente determiniamo una base di V stabilendo se i due generatori sono linearmente
indipendenti. Senza la necessita di fare calcoli notiamo che i due generatori non sono uno multiplo
dell’altro, quindi sono linearmente indipendenti:

B(V) - {Ul = (L 7170)7 V2 = (1a -1, 1)}7 dlm(V) =2
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b) Lo spazio U + V ¢& lo spazio generato dai generatori (linearmente indipendenti) dei due spazi
U+ V= <U1, Uz, Vi1, ’U2>
Consideriamo quindi la matrice associata ai quattro vettori

-1 0 1 1 -1 0 1 1
0o 1 -1 -1| = 0o 1 -1 -1
1 0 O 1 IIIT+1{0 0 1 2

Quindi dim(U 4+ V) =rg(4) =3 ¢
BU+V)={u; =(-1,0,1), us =(0,1,0), v; = (1,—-1,0)}
Usando la formula di Grassman otteniamo che
dim(U NV) =dim(U) 4+ dim(V) —dim(U + V) =1
Per determinare una base di U NV, ricordando che B(V) = {vy, va}, possiamo scrivere
V={v={(av1 +bv) |a,beR}={v=(a+b, —a—0, b)|abecR}
Ora si tratta di vedere quali di questi vettori appartengono a U. Poiché
U={(z,y,2) €ER* |2+ 2 =0}
possiamo imporre la condizione x 4+ z = 0 al generico vettore v di V:
a+b+b=0 = a=-2b
Quindi v € U sse a = —2b, ovvero i vettori di V' che appartengono anche a U sono del tipo:
(=b, b, b) = (—1,1,1)b, acR
Infine
unv ={-1,1,1)) BUNV)={(-1,1,1)}

Notiamo che dim(U N'V) =1 come ci aspettavamo.

Esercizio 7.50. Siano U e V i sottospazi di R?® cosi definiti
U={(z,y,2) eR® |2+ 2=0}
V={2,-1,-2), (-3,4,3))
Dimostrare che U =V .

SOLUZIONE:

U e V sono due sottospazi di R®. Per dimostrare che U = V, dobbiamo dimostrare che dim(U) = dim(V")
e che U CV oppure che V C U.
Cominciamo ad esplicitare U:

T =—t
r4+z2z=0=>qy=s =U={(-t, s, t) ] s,t €R}
z=1

B(U) ={u1 = (-1,0,1), u2 = (0,1,0)}  dim(U) =2
Analogamente determiniamo una base di V' stabilendo se i due generatori sono linearmente indipen-
denti. Senza la necessita di fare calcoli notiamo che i due generatori non sono uno multiplo dell’altro,
quindi sono linearmente indipendenti:
B(V)={v =(2,-1,-2), va = (-3,4,3)}, dim(V) =2
Abbiamo quindi ottenuto che dim(U) = dim(V') = 2.
In questo caso e probabilmente piti semplice verificare che V' C U. Infatti abbiamo per U una doppia
definizione:
U={(z,y,2) R’ |z + 2 =0} = ((~1,0,1), (0,1,0) )
Utilzzando la prima definizione ¢ immediato verificare che i due generatori vy e vo di V' appartengono a U,
infatti entrambi sono vettori di R® che verificano la condizione z + z = 0. Otteniamo quindi:
v €U e velU = V=(v, vg) CU.

Infine abbiamo dimostrato che V' ¢ un sottospazio di U della stessa dimensione di U, quindi U e V
coincidono.
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In alternativa per dimostrare che U C V avremmo dovuto considerare la matrice formata da vy, vo, u1, us
come colonne. Tale matrice ha rango 2, quindi u; e us sono linearmente dipendenti da v1 e vo e U C V.

|
Esercizio 7.51. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1,a1 — a2 + 2a3,2a; — az,a1 + 3az + ay)

dove a1, as,a3 € aq sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

SOLUZIONE:
Notiamo che
v=a1(1,1,2,1) + a2(0,—1,—1,3) + a3(0,2,0,0) + a4(0,0,0,1)
Siano
vy =(1,1,2,1), vy = (0,—1,-1,3), vz = (0,2,0,0), vy = (0,0,0,1)
a) S & I'insieme delle combinazioni lineari di vy, ve, v3 e vy, quindi
S = (v1,va,v3,V4)

e si tratta di uno spazio vettoriale (sottospazio di R*).
b) Consideriamo la matrice associata a vy, va, v3 € v4:

1 0 00 1 0 00 1 0 0 O
1 -1 2 0 N I17-1 |10 -1 2 0 N 0 -1 2 0
2 -1 0 0 II7-2I1{0 -1 0 O II1r—-11 |0 0 -2 0
1 3 01 wv-110 3 01 IV +3I11|10 0 0 1

La matrice ha rango 4, quindi i vettori sono linearmente indipendenti e una base di S e data da

{U17 V2, V3, ’04}'
In alternativa si puo utilizzare il determinante, sviluppato rispetto alla quarta colonna:

det(A) =1-[-2(—1)] =2 #0

Poiché il deteminante della matrice A associata ai 4 vettori ha determinante non nullo, rg(A) = 4,
quindi i 4 vettori sono linearmenti indipendenti e una base di S ¢ l'insieme B(S) = {v1, va, vs, v4}.

O
Esercizio 7.52. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1 — as + 2as3,a1,2a1 — as,a; + 3as + aq)

dove ay,as,a3 e ag sono parametri reali.

a) S ¢ un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

SOLUZIONE:

Notiamo che
v=a1(1,1,2,1) + a2(-1,0,—1,3) + a3(2,0,0,0) + a4(0,0,0, 1)
Siano
vy = (1,1,2,1), vy = (—1,0,—1,3), vz = (2,0,0,0), vg = (0,0,0,1)
a) S ¢ l'insieme delle combinazioni lineari di vy, va, v3 € v4, quindi
S = (v1, va,v3,v4)

e si tratta di uno spazio vettoriale (sottospazio di R*).
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b) Consideriamo la matrice associata a v1,ve,vs € v4:

1 -1 2 0 1 -1 2 0 1 -1 2 0
1 0 0 0 II—1 1o 1 -2 0 0 1 -2 0
9 —1 0 0| Irr—2r10 1 —4 0| " III—IIl0 0 -2 0
1 3 01 IV—I11l0 4 —2 1| 1v-4rrlo o 6 1

1 -1 2 0

_ 0 1 -2 0

0 0 -2 0

IV +3II171|10 0 0 1
La matrice ha rango 4, quindi i vettori sono linearmente indipendenti e una base di S ¢ data da
{v1,v2,v3,v4}.
O
Esercizio 7.53. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1 — a2 + 2a3 + a4, a1, 2a; — az, a1 + 3az)
dove ay,as,a3 e aq sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

SOLUZIONE:

Notiamo che
v=a1(1,1,2,1) + a2(-1,0,—1,3) + a3(2,0,0,0) + a4(1,0,0,0)
Siano
v =(1,1,2,1), vy = (—1,0,-1,3), vz = (2,0,0,0), vy = (1,0,0,0)
a) S ¢ l'insieme delle combinazioni lineari di vy, vs, v3 € vy4, quindi
S = (v1, va,v3,v4)

e si tratta di uno spazio vettoriale (sottospazio di R*).
b) Consideriamo la matrice associata a vy, vs, v3 € v4:

1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1
A— 1 0 0 0 N Ir-71 1|10 1 -2 -1 N o 1 -2 -1
2 -1 0 0 Ir—-2rio 1 -4 -2 Irr—-I1m7 0 o -2 -1
1 3 0 0 w-11{0 4 -2 -1 IV —4IT|10 0 6 3
1 -1 2 1
o 1 -2 -1
=

0 0 -2 -1
IV +3IIT10 0 0 0

La matrice ha rango 3 e una base di S ¢ data da {vy,vs,v3}.

Notiamo che potevamo osservare dall’inizio che v3 e v4 sono linearmente dipendenti tra loro,
quindi una base puo contenerne solo uno dei due; di conseguenza nella ricerca della base potevamo
considerare dall’inizio solo i vettori vy, vg € vz per verificare se sono linearmente indipendenti.

In alternativa si pud utilizzare il determinante. det(A) = 0, quindi i quattro vettori sono
linearmente dipendenti e non possono formare una base di S. Osservando che vz e vy sono
linearmente dipendenti consideriamo la matrice formata da vy, vs e v3:

1 -1 2
1 0 0
B= 2 -1 0
1 3 0

Il determinante della matrice quadrata B’ formata dalle prime tre righe &
det(B')=—-2-(-1)=2+#0
quindi rg(B’) = 3 e v1,v2 € vz sono linearmente indipendenti. Di conseguenza una base di S &
I'insieme B(S) = {v1, va,v3}.
O



2. SOLUZIONI 147

Esercizio 7.54. Si consideri il sottoinsieme S di R® costituito dai vettori v della forma
v =(2a1 + a2, a1 —as — 3az, a1 — az, a1 + 3as + as, az)

dove a1,as e ag sono parametri reali.

a) S ¢ un sottospazio vettoriale di R®?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

SOLUZIONE:

Notiamo che
v=a1(2,1,1,1,0) + az(1,—1,—1,3,1) + a3(0, 3,0, 1,0).
Chiamiamo v1,v9 € v3 i seguenti vettori
vy =(2,1,1,1,0), v =(1,-1,-1,3,0), wv3=(0,-3,0,1,0).
a) S & l'insieme delle combinazioni lineari di vy, ve e v3, quindi
S = (v1,va,v3)

e si tratta di uno spazio vettoriale (sottospazio di R?).
b) Si tratta di stabilire quali vettori tra vy, vy e v3 sono linearmente indipendenti. Consideriamo
quindi la matrice associata a vy, vs € v3:

2 1 0 2 1 0 2 1 0
1 -1 =3 2IT-1 |0 -3 —6 0 -3 -6
1 -1 0 |=III-IT|l0 O 3| = 0 O 3
1 3 1 v -I11(o 4 4 3IV+4IT10 0 —12
0 1 0 0 1 0 V+1I1I [0 0 -6

Anche senza ridurre completamente la matrice si vede che questa ha rango tre, quindi i tre vettori
sono linearmente indipendenti e formano una base di .S:

B(S) = {Ulv V2, U3}

Esercizio 7.55. Si consideri il sottospazio W di R® costituito dai vettori w della forma
w = (2a1 — as — as, 2a1 —as, a1, as, a1 —4as + as)

dove a1, as e az sono parametri reali.

a) Trovare una base di W.
b) Determinare le coordinate del vettore v = (0,1,1,1,—2) € W rispetto alla base trovata al punto
a).

SOLUZIONE:
Notiamo che
w=a1(2,2,1,0,1) + a2(—1,0,0,1,—4) + a3(—1,—1,0,0,1)
Chiamiamo v1,v9 € v3 i seguenti vettori
vy =(2,2,1,0,1), vy = (—1,0,0,1,—4), vy =(—1,-1,0,0,1)

W e l'insieme delle combinazioni lineari di vy, v2 e vs, quindi per rispondere alla prima domanda dobbiamo
stabilire se i tre vettori, o eventualmente quali, sono linearmente indipendenti. Per rispondere alla seconda
domanda dobbiamo esprimere v come combinazione lineare di v1,v2 e vz, o di una parte di essi. Per
rispondere a entrambe le domande dobbiamo quindi ridurre a gradini la matrice associata ai tre vettori
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v1, U2 € v3, e al vettore v.

2 -1 -1 | 0 2 -1 -1 | 0 2 -1 -1 | 0
2 0 -1 | 1 II-1 10 1 0 | 1 0 1 0 | 1
10 0 | 1|=20II-1I|0 O 1 | 1= 0 0 1 |1
01 0 | 1 0o 1 0 | 1 IV—II{0 0 0 | 0
1 -4 1 | =2 IV-IIT|0 -4 1 | =3| V44II|0 0 1 | 1
2 -1 -1 | 0
0 1 0 | 1
= o 0o 1 | 1
00 0 | 0
V—III{0 0 0 | 0O

a) La matrice associata a v1,v2 e vs ha rango 3, quindi i vettori sono linearmente indipendenti e una
base di W & data da {vy,v2,v3}.

b) Si tratta di esprimere v come combinazione lineare di v1,vs e v3, ovvero di risolvere ’equazione
TV1 + Yvg + 2V3 = U:

20 —y—2=0
y=1 >r=y=z=1
z=1

Infine le componenti di v rispetto alla base B sono (1,1, 1).

Esercizio 7.56. Sia
S={(z,y,2) eR’ |z +y+(k+1)2=k, 22+y+2z=0}

a) Stabilire per quali valori di k linsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per il valore di k trovato al punto precedente determinare una base di S.

SOLUZIONE:
Gli elementi dell’insieme S sono i vettori di R? tali che
{x+y+(k+1)z:k
20 +y+2=0
a) Sappiamo che le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema

& omogeneo. Quindi S & uno spazio vettoriale se k =0
b) Scriviamo esplicitamente gli elementi di S cercando le soluzioni del sistema nel caso k = 0:

L1 ] o] 1 1 1 | o0
2 1 1 | ol Ir—210 -1 -1 | 0

z=0
=0
:>{x+y+z =>qy=t vVte R
—y—2=0
z2=1

Quindi
S={(0,-tt)|teR}
E’ ora evidente che ogni elemento di S si puo scrivere nella forma
(0,—1,1)-¢
quindi una base di S ¢ data dall’insieme

B={(0,~1,1)}

Esercizio 7.57. Sia
Sz{(m,y,z)€R3|a:—2y—|—/<;z=k:—1, r—2y+2z2=0, —2z+4ky—22z=0}

a) Stabilire per quali valori di k l’insieme S é un sottospazio di R3.
b) Per il valore di k trovato al punto precedente determinare una base di S.
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SOLUZIONE:
Gli elementi dell’insieme S sono i vettori di R® tali che
r—2y+kz=k—-1
r—2y+2=0
—2x+4ky —22 =0
a) Sappiamo che le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema

€ omogeneo. Quindi S € uno spazio vettoriale se k = 1.
b) Scriviamo esplicitamente gli elementi di S cercando le soluzioni del sistema nel caso k = 1:

1 -2 1 ] 0 1 =21 1] 0

1 -2 1 | O|l= II-2I [0 0O O | O

-2 4 -2 10 ITrT+2I1110 0 0 | O
T=25—1

>c-2y+z=0=>qy=s Vs, t e R
z=1

Quindi
S={(2s—1t,s,t)]s,teR}
Separiamo le variabili nella scrittura del generico elemento di S:
(25,5,0) + (—t,0,t) = (2,1,0) - s + (—1,0,1) - ¢
Quindi S e generato dall’insieme
B={(2,1,0), (-1,0,1)}

Per come ¢ stato calcolato, e comunque sarebbe immediato verificarlo, I'insieme B ¢ linearmente

indipendente, quindi si tratta effettivamente di una base di S.
O

Esercizio 7.58. Sia S il sottoinsieme di R®
S = {x€R5 | 21 — @2 + 225 = K, x1—|—x3—|—kx4:0}.

a) Per quali valori del parametro reale k ’insieme S € un sottospazio vettoriale di R®?
b) Per i valori determinati al punto a), trovare una base di S.

SOLUZIONE:

a) Le soluzioni di un sistema lineare formano un sottospazio sse si tratta di un sistema omogeneo.
Di conseguenza deve essere k = 0.

b) Risolviamo il sistema omogeneo ottentuto per k =0
T, — To+ 2x5 =0
1+ T3 = 0

riducendo la matrice associata a gradini:

L 100 2| 0]_ 1 -1 00 2 | 0
1 0 100 | 0 "II—Il0 1 1 0

xr1 = —T

r1 — 29+ 225 =0

To = —r+2

T3 =T Vr,s,t € R
To +x3 — 225 =0

Xryg =S

I5:t

Infine
S={(-r,—r+2t,r,s,t) | r,s,t e R}
={(-1,-1,1,0,0) - + (0,0,0,1,0)-s + (0,2,0,0,1)-¢t|r,s,t€R}
e una base di S e
B(S)={(-1,-1,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,2,0,0,1) }
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Esercizio 7.59. Sia W il sottinsieme di R®definito da

W = {x: (x1, %2, 23,24, T5) eER®:xy — w3+ krys+ x5 =0, 29— 324 = k,

I1—$2—I3+3$4+$5=O}

Stabilire per quali valori di k Uinsieme W ¢ un sottospazio vettoriale di R® e calcolarne una base e la

dimensione.

SOLUZIONE:

Sappiamo che le soluzioni di un sistema di equazioni lineari formano un sottospazio solamente se si tratta

di un sistema omogeneo, di conseguenza W & un sottospazio vettoriale di R® se k = 0.

Per determinare la dimensione di W (per & = 0) calcoliamo esplicitamente le soluzioni riducendo a

gradini la matrice associata al sistema lineare.

1 0 -1 0 1] 0 1 0 -1 0 1] 0
0 1 0 -3 0 | 0= 0 1 0 -3 0] O
1 -1 -1 3 1 | 0 r-r{jo -1 o 3 0 ] 0
(1) (1) _01 _03 (1) } 8 i{xl—xg—i-xszo
II+11lo o o 0 0 | 0 Ty —3z4 =0
r1=8—1
To = 3h
= qx3=235 Vs, t,h € R
gy =h
T5 =1
Quindi
w=1{(1,0,1,0,0)s + (-1,0,0,0,1)¢t + (0,3,0,1,0)h : s,t,h € R}
=((1,0,1,0,0), (—1,0,0,0,1), (0,3,0,1,0) )
Infine

B(W) =1{(1,0,1,0,0), (—1,0,0,0,1), (0,3,0,1,0) } e dim(W)=3
Notiamo che anche senza calcolare esplicitamente le soluzioni potevamo ottenere
dim(W) =n —rg(A) =5 —rg(A) =3

Esercizio 7.60.
a) Trovare una base del sottospazio V di R® cosi definito:
V={17€R5 | 221 —xo + 23 — 24 =0, x1 —x3 — 224 + 225 = 0}.

b) Determinare una base di R® contenente la base di V trovata in a).

SOLUZIONE:
Determiniamo le soluzioni del sistema omogeneo:
21110|0]:>II{10122|0
1 0 -1 -2 2 ] 0 2IT-1I(0 1 -3 -3 4 | O
Ty =1+28—2t
To = 3r + 3s — 4t

=Jqx3=r vr,s,t € R
Ty =S
l‘5:t

Quindi
vV ={((1,3,1,0,0), (2,3,0,1,0), (—2,4,0,0,1))
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a) Dalla risoluzione del sistema omogeneo segue che
B(V) - {(17 3,1,0, 0)7 <2a 3,0,1, 0)7 (727 4,0,0, 1)}
b) Per completare la base B basta osservare che la matrice

0 -2

OO OO =
OO = W
O = O W
— O O

1
0
0
0
ha rango 5, quindi

B(R®) ={(1,3,1,0,0), (2,3,0,1,0), (-2,4,0,0,1), (1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0)}

O
Esercizio 7.61. Sia
S = {x6R4|x1 —4xo —x3+2kxys =k +1, 221 — kxs + kxy = 2k + 2,
3(£1 — 4]€£L’2 + 91’3 +3Z4 =0 }
a) Stabilire per quali valori di k € R linsieme S & un sottospazio di R*.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente determinare la dimensione e una base di S.
SOLUZIONE:
a) Le soluzioni di un sistema formano uno spazio vettoriale sse il sistema ¢ omogeneo:
k+1=0
* = k=-1
2k+2=0
b) Cerchiamo le soluzioni del sistema nel caso k¥ = —1 riducendo a gradini la matrice associata al
sistema:
1 -4 -1 -2 | 0 1 -4 -1 -2 | 0
2 0 1 -1 | ofl=1I-2I{0 8 3 3 | Of=
3 4 9 3 |0 IrIr-3rjo 16 12 9 | 0
1 -4 -1 =2 | 0 r1 —4we — w3 — 214 =0
0 8 3 3 | Ol =<8 +3x3+324=0 =
Irr—211710 o 6 3 | 0 273 + 24 =0
T —%t
3
= 2t 33
Y278 VieR =8=4(-221,-2) t|teR
I3 = t 2°8
T4 —2t
Infine
33
B(S) = ——, =, =217, dim(S) =1
2’8
O

Esercizio 7.62. Sia S linsieme delle soluzioni del sequente sistema lineare:

-1+ (k—1axy =0

21422+ (k+Dazs+ (k—1)za =0
21 4+ 223+ (2 —2k)zy =k — 2
x1+4rs+ 2k —2)z3 + (1 —k)zy =2 -k

(k parametro reale)

a) Stabilire per quali k insieme S € uno spazio vettoriale e in tali casi determinarne una base.
b) Esplicitare S al variare di k € R.
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SOLUZIONE:

L’insieme S & uno spazio vettoriale quando si tratta delle soluzioni di un sistema omogeneo, quindi
per k = 2. Per rispondere ad entrambe le domande effettuiamo comunque la riduzione a gradini per ogni
valore di k.

10 0 k-1 1] 0 10 0 k-1 o0
“1 2 k+1 k=1 | 0 |_ H-I]0 2 k+1 0 | 0
2 0 2 2-2% | k—2| 7 1r+2rlo o 2 0 | k-2
1 4 2%+2 1-k | 2—k| IV+I |0 4 2k+2 0 | 2—k
10 0 k=11 0
0 2 k+1 0 | 0
= 00 2 0 | k-2
v-2r|o o 0 0 | 2—k

a) Abbiamo gia osservato che S & uno spazio vettoriale se k = 2, nel quale caso le soluzioni sono

xlzt
—x1+x4 =0 0
To =
200 +3x3 =0 = 2 0 = S= <(130a071)>
Ta =
2.13320 °
I4:t

Infine per k = 2 una base di S & B(S) = {(1,0,0,1)}.

b) Dalla matrice ridotta vediamo che il sistema ammette soluzione quando rg(A) = rg(A|b), cioe
quando k& = 2. In tale caso abbiamo gia trovato S al punto precedente: S = ((1,0,0,1)). Per
k # 2 il sistema non ammette soluzioni, quindi S = .

O

Esercizio 7.63. Sia A la matrice reale sequente:

k -k 0 -1
A=1|1 -2 1 0
0o 1 k 1

a) Determinare il rango di A al variare del parametro reale k.
b) Calcolare una base del nucleo di A, cioé dello spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
Az =0, nel caso k = 1.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice A:

It -2 1 0 1 -2 1 0
I1Irio 1 k 1|= 0 1 k1| =
I |k -k 0 -1 II1—kr|jo k -k -1
1 =2 1 0
0 1 k 1
IIT—KIT {0 0 —k—k* —-1—k
Quindi
e Se k # —1 la matrice A ha rango 3.
e Se k = —1 la matrice A ha rango 2.

b) Ponendo k = 1 al termine della riduzione e considerando il sistema omogeneo associato otteniamo:

1 -2 1 0 | 0 r—2y+z2=0 _0
0 1 1 1 | 0] =2<Cy+z+w=0 = Y Vie R
000 -2 =2 [ 0] |Zos_op=o e=t

Quindi il nucleo di A & l'insieme (spazio vettoriale):
N<A) = { (_170717_1)'t | tER}
e una base del nucleo ¢ data dall’insieme

B(N(A)) ={(-1,0,1,-1) }
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Esercizio 7.64.
a) Sia
V= < (172’1)7 (_17?”0)7 (3a172) >

Si determini la dimensione e una base di V.
b) Sia

S:{(x,y,z)GR?’ |z—y+32=0, 2z +3y+2=0, a:+2z:0}

Si determini la dimensione e una base di S.
c) Si confrontino i metodi risolutivi e i risultati dei due precedenti punti.

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il rango della matrice A associata ai tre vettori riducendola a gradini:

1 -1 3 1 -1 3 1 -1 3
2 3 1|=1II-2I{0 5 -5|= 1/5IT |0 1 -1
1 0 2 IIr-r10 1 -1 IIT-5IT (0 O 0

Quindi
dim(V) =rg(4) =2
B(V) - { (172’1)7 (71,3,0) }

b) Associamo al sistema omogeneo

r—y+32=0
20 +3y+2=0
r+22=0
la matrice
1 -1 3 1] 0 1 -1 3 | 0
2 3 1] 0l=-=1]0 1 =110
1 0 2 | 0 0 O 0 | 0O

Notiamo che i conti sono gia stati eseguiti al punto precedente. Quindi

+32=0 v=—2
{x yroE= =y=t VteR
r—2=0
z=1
e
dim(S) =1

B(S)={(-211)}

c¢) Notiamo che con la stessa matrice abbaimo risolto due esercizi differenti tra cui in genere ¢ facile
confondersi. La relazione tra i due esercizi, oltre alla medesima riduzione della matrice, ¢ solo
legata alle dimensioni:

dim(V) = rg(4)
dim(S) = numero delle incognite — rg(A)
dim (V') + dim(S) = numero delle incognite
Esercizio 7.65. Sia W il sottospazio di R® generato dai vettori:

v =(0,1,2,0,1), wvo = (k,1,2,0,2), wvs=(0,0,0,k,1)

a) Al variare del parametro k, trovare una base di W.
b) Si completi la base trovata in a) ad una base di R®.
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SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matriceformata dai tre vettori affiancata
dalla matrice identica I5.

0 kO] 10000 IIft 10101000
110 1] 01000 III|2201] 007100
22000100/ =VI|[121]0000 1=
00k | 00O0T10 I10 k0] O0O0GO0TO0
121 ] 00001 IV|0 0Ok ]| 10000
11010 1 00 0] 1100 1 000
II-21{0 0 0 | 0 -2 1 00| III|0 1 1] 0 -1 0 0 1
II—1{0 1 1 ] 0 =1 00 1|=IV|0 k0| 0 0 010
0k O] 0O 0 010 VI ok |1 0 000
00k |1 0 000 II000]0-2100
11 0 |0 1 00 0
01 1 |0 -100 1
SIIT—kIT|0 0 -k | 0 k 0 1 —k|l=
00 k | 1 0 00 0
00 0 | 0 -210 0
11 0 [0 1 00 0
01 1 |0 -100 1
00 -k | 0 k 01 —k
IV4+IIT|0 0 0 | 1 k 0 1 —k
00 0 | 0 -210 0

a) Se k # 0, BOW) = {v1, va, vs}, mentre se k =0, B(W) = {v1, v}
b) Se k # 0 possiamo prendere come base di R’ Dinsieme {v1, va, v3, €1, ea}, mentre se k = 0
possiamo prendere U'insieme {v1, va, €1, €2, €4}

O

Esercizio 7.66. Dati i vettori linearmente indipendenti vi = (3,0,1) e vo = (1,4,—2) completare
Vinsieme S = {v1,va} in modo da ottenere una base di R>.

SOLUZIONE:

Si puod completare la base utilizzando uno dei vettori canonici. Si tratta quindi di affiancare a vy e vy i
tre vettori canonici di R, per verificare quale di questi forma assieme a v; e vy un insieme linearmente
indipendente. Riduciamo quindi a gradini la matrice

31 1 00 3 1 1 00 31 1 0 O
0 4 01 0= 0 4 0 1 0f= 04 0 1 O
1 -2 0 0 1 3[Ir1-1(0 =7 -1 0 3 AIIT+7IT |0 0 —4 7 12

Di conseguenza qualsiasi dei vettori della base canonica forma con v; e v una matrice di rango 3,
ovvero un insieme linearmente indipendente. Possiamo prendere per esempio

B = {(37071)7 (17412)7 (17070)}

Esercizio 7.67. Siano
vy =(1,-1,-1,1), vy = (k,1,1,-1) € R*
a) Si trovino i valori del parametro k per i quali vy e vy sono indipendenti.

b) Per k =2, si estenda linsieme {v1,v2} a una base di R*.

SOLUZIONE:
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Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice costituita da v; e vy e dai
quattro vettori della base canonica di R*:

1 k | 1000 1 k|1 0 0
-1 1 | 0100 _ II+I [0 k+1 | 1 1 00
-1 1 | 00 10 Ir-I1rjo o |0 -110
1 -1 ] 000 1] IV+III|0 0 | 0 0 1 1

a) I due vettori v; e vy sono indipendenti quando la matrice ad essi associata ha rango 2. Di
conseguenza v1 € vy sono indipendenti se k # —1.
b) Ponendo k = 2 nella matrice ridotta otteniamo

1211 0 00
03] 1 1 00
00 ] 0 110
000 0 11

Una base di R* deve essere formata da quattro vettori. Dalla matrice notiamo che se aggiun-
giamo alle prime due colonne, corrispondenti a vy e v, la quarta e quinta colonna (per esempio)
otteniamo una matrice di rango quattro. Quindi i quattro vettori corrispondenti sono linearmente
indipendenti e una base di R* & data dall’insieme:

{vl, V2, (0,1,0,0), (0,07170)}

Esercizio 7.68. Si consideri Uinsieme S costituito dai sequenti vettori di R*
v = (1,2,2,1), vy = (2,1,2,1), vy =(0,1,2,1)

a) E’ possibile estendere S a una base di R*?
b) In caso affermativo, trovare una base di R* contenente S.

SOLUZIONE:

Per rispondere ad entrambi i quesiti riduciamo a gradini la matrice ottenuta dalla matrice associata ai 3
vettori, affiancata dalla matrice associata ai vettori della base canonica di R™:

120 1000 1 2 0] 1 0 00
2110100 _ II-20|0 -3 1] -2 1 00
2 22 | 0010 III—-IIlo0 1 1] 0 -1 10
11 1] 0001 IV-I11]0 -1 1] -1 0 0 1
1 2 0] 1 0 00
N 0 -3 1| -2 1 00
3IIT+II|0 0 4 | —2 -2 3 0
IV+III o 0 2 | -1 -1 1 1
1 2 0] 1 0 0 0
N 0 31| -2 1 0 0
0 0 4| -2 -2 3 0
20V —IIT{0 0 0 | 0 0 -1 2

a) La matrice associata ai vettori vy, vy e v3 ha rango 3, quindi i vettori sono linearmente indipen-
denti e S pud essere esteso a una base di R?.

b) Dalla matrice completa vediamo che la prima, seconda, terza e sesta colonna sono linearmente
indipendenti, quindi una base B di R* contenente S ¢ data da

B:{Uh U2, V3, €3 = (07051,0) }

Esercizio 7.69. Si considerino i vettori di R*
U1 :(2,1,—1,3), U2:(170,5,1), ’U3=(2,—1,3,1).

a) Stabilire se il vettore v = (0,0,1,0) e combinazione lineare di v1, vy € v3.
b) Completare l'insieme {vy, vy, v3} ad una base di R*.
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SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice formata dai tre vettori vy, va, v3
affiancati dai quattro vettori della base canonica e, es, e3 = v e ey.

2 1 2 | 1000 2 1 2 | 1 0 00

1 0 -1 ] 0100 2 -7 [0 -1 —4 | =1 2 0 0

15 3 |00 10| II+I1rjo 5 2 | 0 1 10

311 | 000 1| Iv-3Ilo 1 4 | 0 -3 0 1
2 1 2 | 1 0 00

N 0 -1 —4 | =1 2 0 0

IIT+5II(0 0 —18 | =5 11 1 0

IV+IT [0 0 0 | -1 -1 0 1

a) Consideriamo la matrice formata dalle prime tre colonne e dalla sesta, corrisponedente all’e-
quazione xvy + yve + 2vs = v:

2 1 2 |0
0 -1 -4 | 0
0 0 —18 | 1
0O 0 0 |0

La matrice completa e incompleta hanno rango uguale, quindi il sistema ammette soluzione e v &
combinazione lineare di v1, vo € v3.

b) La matrice formata dalle prime quattro colonne ha rango quattro, quindi I'insieme {vy, va, vz, €1}
& una base di R*.

O
Esercizio 7.70. Sia dato l’insieme
V ={p(z) € Ra[z] [ p(1) =0 }
a) Verificare che Uinsieme V' & un sottospazio vettoriale di Rs[z].
b) Determinare una base di V.
SOLUZIONE:
Sia p(z) = ag + a12 + azx?® + azz®, a; € R il generico elemento di Rs[z]. A p(z) possiamo as-

sociare le sue componenti (ag, a1, as, a3) rispetto alla base canonica di Rg[z] formata dai polinomi
{1, =, 2%, 23}. Quindi a ogni polinomio p(z) = ag + a1 + azx? + azz® € Ra[z] possiamo associare il
vettore (ag, a1, ag, as) € R™.

Nel nostro caso la condizione p(1) = 0 si traduce nella condizione ag + a1 + as + a3 = 0, quindi
all’insieme di polinomi V corrisponde 'insieme:

W:{(ao, ay, ag, a3)€R4 | ao+a1+a2+a3:0}

cioe I'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo formato dalla sola equazione ag + a1 + as + az = 0.

a) L’insieme W, e quindi l'insieme V', & uno spazio vettoriale in quanto si tratta dell’insieme delle
soluzioni di un sistema omogeneo.
b) Per trovare una base di V' determiniamo una base di W per poi tornare ai polinomi.

apg=-r—s—1
ay =T
ap+ay+ay+a3=0 = ! vr,s,t € R
ag = S
a3:t

Quindi il generico elemento di W ha la forma
(-1,1,0,0) - r+ (—1,0,1,0) - s + (—1,0,0,1) - ¢
e una base di W e data dall’insieme

B(W) - {(71717070)3 (71707170% (71703031)}
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Associamo ora ai vettori determinati i corrispondenti polinomi:
(-1,1,0,0) = pi(z)=—-1+=x
(-=1,0,1,0) = po(x) = -1+ 27
(=1,0,0,1) = p3(z) = —1+23
Infine I'insieme

BV) = {pi(x) = ~1+x, pa(a) = —1 + 22 ps(e) = 1 +2°}

¢ una base di V.

Esercizio 7.71. Siano dati i polinomi
pi(z) =1+ux, p2(x) =1+ 2z + 27, ps(x) = & —a”.

a) Verificare che Uinsieme {p1(x), p2(x), ps3(x)} & una base di Ra[x].
b) Esprimere f(x) = 2% — z + 2 come combinazione lineare di pi(z), pa2(z), p3(x).

SOLUZIONE:

Ricordiamo che a ogni polinomio di Ra[x] possiamo associare le sue componenti (ag, a1, as) rispetto
alla base canonica B = {xQ, x, 1}. Di conseguenza ai polinomi pi,p2 e ps possiamo associamo i tre
vettori

b1 = (07 1a 1)
b2 = (1727 1)
pP3 = (_1u 170)

Quindi i polinomi pq,ps e ps formano una base di Ra[x] sse i tre vettori p1,ps e ps formano una base di
R?. In particolare Ry[z] ha dimensione 3, ed ¢ sufficiente verificare che i tre vettori siano linearmente
indipendenti.

Inoltre al polinomio f(z) associamo il vettore f(1,—1,2)

Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice associata ai quattro vettori.

01 -1 | 1 Irfi 1 o | 2
12 1 | -1 = 12 1 | -1
11 0 | 2 I o1 -1 1
11 0 | 2 11 0 | 2
=II-1|0 1 1 | -3|= 01 1 | -3
01 -1 | 1 IIT—11|0 0 -2 | 4

a) La matrice dei coeflicienti, associata a pi,ps e ps, ha rango 3, quindi i tre polinomi sono
linearmente indipendenti e formano una base di Rg[z].
b) Torniamo al sistema associato ai quattro vettori:

T+ a9 =2 r1 =3
= r9+x3=-3 =2y =—1
721‘3:4 I3:72

Quindi
f(x) =3 pi(z) = 1-pa(x) — 2 p3()
O

Esercizio 7.72. Si considerino i polinomi p; = x> +ax+b+c, py = v?+bx+a+c, ps = x> +cx+a+b.
a) Mostrare che per ogni valore dei parametri a,b,c i tre polinomi sono dipendenti nello spazio dei
polinomi R[z].
b) Calcolare la dimensione e una base dello spazio (p1,p2,p3) C R[z] al variare di a,b,c.
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SOLUZIONE:
Associamo ad ogni polinomio il vattore che esprime le sue componenti rispetto alla base canonica {z?, x, 1}
di R[z]:
p1:(17a7b+c)a p2:(17b7a+c)a p3:(1ac7a+b)
Possiamo quindi svolgere 1’esercizio lavorando sui tre vettori.
Consideriamo la matrice associata ai tre vettori:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a b c = II —al 0 b—a c—al| = 0 b—a c—a
b+c a+c a+d INT—(b+c)I |0 a—b a—c IIr+1110 0 0
a) La matrice associata ai tre vettori ha sempre rango minore di tre, quindi i tre vettori e i tre
polinomi sono linearmente dipendenti.
b) Dal punto a) sappiamo che (p1, p2, p3) ha sicuramente dimensione minore di tre. Inoltre
— Se a = b = ¢, allora la matrice ha rango 1 e (p1,p2,ps) ha dimensione 1. Una base di

(p1,p2,p3) € data da {p1} (o da {p2} o da {ps}).
— Se a # b, allora la matrice ha rango 2 e (p1,p2,p3) ha dimensione 2. Inoltre la matrice

formata dalle prime due colonne ha sicuramente rango 2, quindi una base di (p1, p2,p3) €

data da {p1, p2}-
— Se a # ¢, allora la matrice ha rango 2 e (p1,p2,ps) ha dimensione 2. Inoltre la matrice

formata dalla prima e terza colonna ha sicuramente rango 2, quindi una base di (pi, p2, ps3)

¢ data da {p1, ps}.
O

Esercizio 7.73. Sia S il sottoinsieme dello spazio dei polinomi Rg[x] cosi definito:
S = {p(x) = ax® + bx* + cx + d € Rz[x] | p(0) = 0}

a) Mostrare che S é un sottospazio vettoriale di Rs[z].
b) Determinare la dimensione di S.

SOLUZIONE:

a) Si tratta di dimostrare che S & chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— S & chiuso rispetto a +, infatti presi due elementi di S anche la loro somma sta in S:

(p1+ p2)(0) = p1(0) +p2(0) =0
— S e chiuso rispetto al prodotto per scalari, infatti preso un elemento di S e uno scalare A € R,
anche il loro prodotto sta in S:
(Ap)(0) =A-p(0)=A-0=0
b) Per calcolare la dimensione di S osserviamo innanzitutto che imponendo la condizione p(0) = 0
otteniamo:
S ={p(x) =ar® +bz*+cx | a,b,cc R}

Vogliamo dimostrare che il polinomi p;(z) = 23, pa(x) = 22, p3(x) = z costituiscono una base
di S. Infatti
— p1(x), p2(x) e ps(x) sono linearmente indipendenti: se
ap1(z) + bpa(z) +eps(z) =0 = ax® + bx? + cx = 0 (polinomio nullo)
alloraa=b=c=0.
— Per come abbiamo esplicitato S & evidente che ogni elemento di S si puo scrivere come

combinazione lineare di p1(x), pa(z) e ps(x).
Di conseguenza p1(z), p2(x) e p3(x) formano una base di S e S ha dimensione 3.
|

Esercizio 7.74. Sia W linsieme dei polinomi p(x) = ax® + bz? + cx + d € R[], di grado al pin 3,
tali che p(0) = p(1) = 0. Determinare un insieme generatore di W.

SOLUZIONE:
Come negli esercizi precedenti associamo a p(z) le sue componenti rispetto alla base canonica di Rs[z],
{1, =, 22, 23}:

px)=ax®+ b2’ +cx+d = p=(dcba)
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Imponiamo le due condizioni al generico polinomio di grado al piu 3:
{p(0)=0=>d=0 é{d:o
p(1)=0 = a+b+c+d=0 a+b+c=0
Quindi a W corrisponde il sottospazio V formato dagli elementi di R* soluzioni del sistema omogeneo:
V ={(d,c,b,a) eR* | d=0, a+b+c=0}

Scriviamo ora le soluzioni di tale sistema omogeneo:

a=-—-s—1
iz: Vs,t, € R
d=0
Quindi
vV =((0,0,1,-1), (0,1,0,—1))
Infine

W= (pi(z) =2> — 2% po(x) =2 —2®)

Esercizio 7.75. Si considerino i polinomi a coefficienti reali
o=z +x, po = ka® — 1, p3 = x2 + 2z + k.

a) Stabilire per quali valori di k i tre polinomi formano una base dello spazio Ra[z].
b) Per i valori di k per cui i polinomi sono dipendenti, trovare uno o pit polinomi che completano
Uinsieme {p1,p2,p3} ad un’insieme generatore di Ro[z].

SOLUZIONE:
Ricordiamo che
Rofz] = {a0x2 +aix+as: ag,ai,as € R}

A ogni polinomio possiamo quindi associare le sue componenti (ag,a1,as) rispetto alla base canonica
B= {xz, T, 1}. In particolare ai polinomi py, p2, p3 possiamo associare i vettori:

P1 = (17 1a0)
D2 = (kaoa _1)
b3 = (17271/”')

Di conseguenza i polinomi py,ps e p3 formano una base di Ra[x] sse i tre vettori p;,ps e p3 formano
una base di R*.In particolare Ry[x] ha dimensione 3.

Per rispondere a entrambe le domande dell’esercizio riduciamo a gradini la matrice associata ai tre
vettori a cui affianchiamo la matrice identica 3 x 3.

1 kK 1 ] 100 1 k 1| 1 00

1 0 2] 010=II-1I{0 -k 1| -1 1 0=
0 -1 k| 00 1 0 -1 k| 0 01

1 k 1| 1 00 1k 1 | 1 0 0
IIrjo -1 k| 0 0 1| = 0 -1 k& | 0 0 1
IT|10 -k 1 ] -1 10 IIT—kIT0 0 1—-k* | -1 1 —k

a) Consideriamo solo la prima parte della matrice: se k # +1 la matrice associata ai vettori p1, pa, p3
ha rango 3, quindi i tre vettor isono linearmente indipendenti. Analogamente i tre polinomi sono
linearmente indipendenti e formano una base di Ra[z].

b) Se k = £1 la matrice dei coefficienti ha rango 2 e dalla matrice ridotta ricaviamo che py e p3 sono
linearmente indipendenti. Inoltre considerando tutta la matrice possiamo notare che la prima,
la seconda e la quarta colonna (per esempio) sono linearmente indipendenti. Ricordiamo che la
quarta colonna corrisponde al vettore (1,0,0) ovvero al polinomio ¢ = 2. Quindi:

— Se k =1 una possibile base di Ra[z] &:

B={p=2*+z, p=2"-1qg=2°}
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— Se k = —1 una possibile base di Ra[z] &:
B:{p1:$2+.’17, p2:_$2_17 q:.’E2}

Esercizio 7.76. Si considerino i polinomi a coefficienti reali
p1=2° 4z, po = ka? — 1, ps =2+ 27 + k.

a) Stabilire per quali valori di k i tre polinomi sono linearmente dipendenti.
b) Per i valori di k per cui i polinomi sono dipendenti esprimere un polinomio come combinazione
lineare degli altri.

SOLUZIONE:
Ricordiamo che
Ro[z] = {a0x2 +ai1x+as: ag,ai,as € R}

A ogni polinomio possiamo quindi associare le sue componenti (ag,a1,as2) rispetto alla base canonica
B= {£U2, x, 1}. Di conseguenza pi,p2 e p3 sono linearmente indipendenti sse lo sono i tre vettori

pP1 = (13 150)7 P2 = (kaoa 71)7 pP3 = (1727k)

a) Riduciamo a gradini la matrice associata ai tre vettori

1 Kk 1 1 k1 1 k 1
1 0 2(=1I1I-1|0 —k 1|= III 0 -1 k
0 -1 k 0 -1 k IT—kITT |0 0 1-—Fk2

Dobbiamo distinguere tre casi
— Se k? — 1 # 0, ovvero k # £1 la matrice ha rango 3, quindi p;, ps e ps3 sono linearmente
indipendenti.
— Se k=1 0 k= —1 la matrice ha rango 2, quindi p;, ps e ps sono linearmente dipendenti.
b) Risolviamo 'equazione xp; + yps + zp3 = 0. Abbiamo gia ridotto a gradini la matrice associata
a tale sistema (senza la colonna nulla dei termini noti). Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k =1 otteniamo il sistema

o 0 T =2t
x z =
Y = dy=t VteR
—y+2=0 y
Z =

Quindi
—2t-pr+t-po+t-p3=0 Vte R

e, per esempio p3 = 2p; — po.

— Se k = —1 otteniamo il sistema
n 0 T = -2t
_ -
{m Y ~{y=—t WteR
—y—2z=0
z=1t
Quindi

—2t-p1 —t-po+t-p3=0 vVte R

e, per esempio p3 = 2p1 + po.

Esercizio 7.77. Si considerino i polinomi
pi(z) = 2% + 2, po(x) =3z + 4, p3(z) = —2° + 62 +6

e sia W = (p1,p2,p3) il sottospazio di Ra[x] generato da p1,p2 € ps.

a) Si determini la dimensione e una base di W.
b) Si stabilisca per quali valori di k il polinomio fi(x) = (k + 1)a® + 3kx + 4 appartiene a W.
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SOLUZIONE:

A ogni polinomio axz?+a12+ag di Ra[z] possiamo associare il vettore (az, a1, ag) formato dalle coordinate
del polinomio rispetto alla base canonica {x?,z,1}. In questo caso otteniamo quindi i vettori

P11 = (17072)’ b2 = (0’3a4)a b3 = (_1»676)7 fk = (k + 173k74)

Per rispondere alla prima domanda dobbiamo calcolare la dimensione di (pi, p2, p3), mentre per rispon-
dere alla seconda domanda dobbiamo verificare se ’equazione xp; + yps + zp3 = fr ammette soluzione.
Consideriamo quindi direttamente la matrice A|b che ci permette di rispondere anche alla seconda domanda.

1 0 -1 | k+1 10 -1 | k+1
03 6 | 3 |= 1301 |01 2 | k
2 4 6 | 4 12[IT—110 2 4 | —k+1
10 -1 | k+1
= 01 2 | k
ITT—2I171{0 0 0 | -3k+1

a) dim(W) =rg(A) = 2. Inoltre
BW) = {pi(z), p2(2)} = {2* +2, 3w +4}.
b) fr(x) appartiene a W se il sistema A|b ammette soluzione. Per Rouché Capelli questo succede
solo se rg(A) = rg(Ab) = 2, cioe se k = %
|

Esercizio 7.78. Nello spazio vettoriale V.= Ra|x] dei polinomi reali di grado non superiore a due, si
considerino gli elementi
p=x—1, pp=x+1, pg=a’—=z
a) Si mostri che Uinsieme B = {p1, p2, ps} € una base di V.
b) Si trovino le coordinate del polinomio costante 1 nella base B.

SOLUZIONE:

Ricordiamo che a ogni polinomio apz? + a1z + a2 € Ry [x] possiamo associare le sue componenti
(ao, a1, a2) rispetto alla base canonica B = {xz, T, 1}. Di conseguenza ai polinomi pq, p2 € p3 associamo
i tre vettori

b1 = (0’17_1)’ b2 = (0, 1, 1), b3 = (L _170)

Quindi i polinomi pq,ps e ps formano una base di Ra[x] sse i tre vettori p1,ps e ps formano una base di
R?. In particolare Ry[z] ha dimensione 3, ed ¢ sufficiente verificare che i tre vettori siano linearmente
indipendenti.

Inoltre al polinomio costante 1 associamo il vettore f = (0,0,1), e le sue coordinate rispetto a B si
trovano risolvendo il sistema x1p, + xops + x3p3 = f.

Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo quindi a gradini la matrice associata ai quattro
vettori.

0 0 1 | 0] IIf-1r 1 o | 1 11 0 | 1
1 1 -1 | o] = 1 1 -1 | o|=1I+1]0 2 -1 | 1
-1 1 0 | 1 I 1o 0 1 | o0 0 0 1 | 0

a) La matrice dei coeflicienti, associata a pi,ps e ps, ha rango 3, quindi i tre polinomi sono
linearmente indipendenti e formano una base di Ra[z].
b) Torniamo al sistema associato ai quattro vettori:

1
—r1+x2=1 1'1——5 1
=2 —23=1 = $2=1 = lz—i-pl(x)+f pa(x)
2
:1?3—0 173:0

O

Esercizio 7.79. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali nella variabile x, di grado
minore o uguale a 3.
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a) Si mostri che U = {f(x) e V| f(1) = f(2) =0} ¢é un sottospazio vettoriale di V e se ne trovi
una base.
b) Si completi la base trovata al punto precedente ad una base di V.

SOLUZIONE:
Sia f(z) = az®+bx?+cx +d il generico elemento di V. Le due condizioni f(1) = f(2) = 0 si esplicitano
in
a+b+c+d=0, 8a+4b+2c+d=0
Inoltre a ogni polinomio possiamo associare il vettore formato dalle sue componenti rispetto alla base
canonica {x3, 2%, x, 1} di R3[z]. In particolare al generico polinomio f(x) = az®+ bx? + cx + d associamo
il vettore (a,b,c,d) di R*, e all'insieme U possiamo associare 1'insieme

U = {(a,b,c,d) eR'|a+b+c+d=0, 8a+4b+2c+d=0}

a) L’insieme U’ & uno spazio vettoriale in quanto si tratta dell’insieme delle soluzione di un sistema
omogeneo. Analogamente I'insieme U ¢ uno spazio vettoriale.
Per determinare una base di U’, e quindi di U, risolviamo il sistema omogeneo:

1.3,
T
1111 ] 0] L N e P
8 4 2 1 | 0| "II—-8I|0 -4 —6 -7 | 0 2 4
cC=S
Quindi una base di U’ &
, 1 3 3 7 ,
BU') =15 -5 10). (3:-7:0.1) ¢ ovvero BIU') = {(1,-3,2,0), (3,-7,0,2)}

e la corrisponedente base di U &
BU) = {2® — 32> + 22, 3a° —T2” +2}

b) Basta notare che la matrice

1 0 1 3
01 -3 -7
0 0 2 0
0 0 O 2

ha rango 4, quindi
B=1{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (1,-3,2,0), (3,—7,0,2)}
& una base di R?, e la corrisponedente base di V, completamento della base di U, &

B(V) = {x3, 22, 2% —3z%+ 2, 32 —T2%+ 2}

Esercizio 7.80. Siano dati i polinomi

p1(r) =2 -, pa(z) = —x + 27, ps(x) =3 +x —a”.

a) Verificare che linsieme {p1(x), p2(x), ps3(x)} é una base di Ra[x].
b) Esprimere f(x) =1+ 2x + 222 come combinazione lineare di p1(x), pa(x), p3(x).

SOLUZIONE:

Ricordiamo che a ogni polinomio p(z) = ag+ a1z +azz? di Ra[z] possiamo associare le sue componenti
(ag, a1, az) rispetto alla base canonica B = {1, x, x2}. Di conseguenza ai polinomi p;(x),p2(x),ps(z) e
f(z) possiamo associamo i tre vettori

p1= (27 7170) D2 = (07 713 1) b3 = (33 1; 71) f = (13232)

Quindi i polinomi py,py e ps formano una base di Ra[x] sse i tre vettori p1,ps e ps formano una base di
R®. In particolare Ry[z] ha dimensione 3, ed & sufficiente verificare che i tre vettori siano linearmente
indipendenti.
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Inoltre per esprimere il polinomio f(x) come combinazione lineare di p;(z),p2(z), p3(x) equivale a
esprimere il vettore f come combinazione lineare di p1, p2, p3, ovvero a risolvere I’equazione ap; +bps+cp3 =
f-

Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo quindi a gradini la matrice associata ai quattro
vettori.

5 0 3 |1 2 0 3 | 1 2 0 3 | 1
11 1] 2] = 0 -2 5 | 5= 0 -2 5 | 5
0 1 -1 | 2| Mg v i 2] ermr+rrfo o 3] 9

a) La matrice dei coeflicienti, associata a pi,ps e ps, ha rango 3, quindi i tre polinomi sono
linearmente idipendenti e formano una base di Ra[z].
b) Torniamo al sistema associato all’equazione ap; + bps + ¢p3 = f

20+ 3c=1 a=—4
=4 —-2b+5c=5 =qb=5
3c=9 c=3

Quindi
f(x) = —4-pi(x) +5-p2(x) + 3 - p3(x)

Esercizio 7.81. Si considerino i polinomi
pi(z) =20+ 2% —2°, po(x) =1 -2+ 2% p3(x) =34+2— 2% py(z) = 2° + 2°
a) Verificare che linsieme {p1(x), p2(x), ps(x), ps(x)} & una base di Rs[z].

b) Esprimere f(x) = (x + 1)® come combinazione lineare di p1(x), pa(x), p3(z), pa(z).

SOLUZIONE:
A ogni polinomio associamo il vettore formato dalle sue coordinate rispetto alla base canonica {1, x, 22, 23}
di R3[x]:
p1($) — N :(Oa271771) pZ(x) — p2:(13717170)
p3(x) — p3 = (37 ]-707 _1) p4(x) — D4 = (0,0, ]-7 ]-)

I quattro polinomi formano una base di Rg[x] sse i quattro vettori p1, p2, ps, ps4 formano una base di R*.
Inoltre associamo al polinomio f(z) il corrispondente vettore:

fla)=(z+1°=1+3z+3z> +2° — f=(1,331)

Per rispondere alla domanda b) dobbiamo quindi risolvere I'equazione z1p; + Zap2 + x3ps + x4ps = f.
Per rispondere a entrambe le domande consideriamo quindi la matrice associata ai cinque vettori:

o 1 3 o0 | 1] Irfr 1 o 1| 3 1 1 0 1 | 3
2 -1 1 0 | 3 Ilo 1 3 01 01 3 0 | 1
1 1 0 1 |3/ 7Iml2 -1 1 0| 3 TImr-20100 -3 1 -2 | -3
1 0 -1 1 | 1 | 4

0

-1 0 -1 1 | 1 Iv+1 (0 1 -1 2
3
1

11 0 1 | 3 110 1 |

N 01 3 0 | 1f_ 013 0 |
IIT+3II(0 0 10 -2 | 0 12111 |0 0 5 —1 | ©
IV—II [0 0 —4 2 | 3| 5IV+20II|0 0 0 6 | 15

a) Il rango della matrice associata a p1, pa, ps, p4 € quattro, quindi i quattro vettori sono linearmente
indipendenti e U'insieme {p;(z), p2(z), p3(x), ps(z)} & una base di Rs[z].
b) Tornando al sistema otteniamo:

Cﬂl:].
1+ X2+ 124 =3 1
To + 323 = 1 T2 =75 1 1 5
2 3 = 1 = f(z) = p1(z) — = p2(z) + = p3s(z) + = pa(x)
S5x3 —xg =0 T3 = = 2 2 2
624 = 15 N 8
D)
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Esercizio 7.82. Dati i polinomi
pl(x) = ‘7’2 + 21'7 p2<$) = .1'2 - Z, pB(x) =2r+1

a) Verificare che linsieme {p1(x), p2(x), ps(x)} é una base di Ra[x]
b) Esprimere f(z) = 32% — 2 come combinazione lineare di p1(z), pa(x), ps(z).

SOLUZIONE:

Associamo a ogni polinomio il vettore dato dalle sue coordinate rispetto alla base canonica {22, =, 1}
di Ra[z]. In particolare ai tre polinomi p;(z) e la polinomio f(x) associamo i vettori

b1 = (17270)7 b2 = (17_1a0)7 p3 = (07271)7 f(3707_2)

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo direttamente la matrice necessaria per il punto b):

1 1 0] 3 1 1 0] 3
2 -1 2 | 0|=1II-2[I|0 -3 2 | —6
0 0 1 | -2 0 0 1 | -2

a) Consideriamo solo la matrice dei coefficienti. I tre polinomi formano una base di Ra[z] sse i tre
vettori formano una base di R®. Poiché rg(A4) = 3 i tre polinomi sono linearmente indipendenti
e formano una base di Ro[z].

b) Dalla matrice ridotta otteniamo il sistema:

r+y=3 xz% - 9
—3y+2z2=-6 = y:% = f(z) = §p1($)+§p2(:v)—2p3(m)
z=—2 z=—2

Esercizio 7.83. Sia W il sottoinsieme dello spazio di polinomi R[] definito da
W = {p(z) € Rsz] | p"” =0, p(1) =0}
(""" ¢ la derivata terza di p)

a) Mostrare che W ¢é un sottospazio vettoriale di Ralz].

b) Trovare una base e la dimensione di W.

c¢) Determinare le coordinate del polinomio p(x) = 22% —x — 1 € W rispetto alla base trovata al
punto b).

SOLUZIONE:

a) Siap(z) = ax+bx?+cx+d il generico elemento di Rs[z]. Per dimostrare che W & un sottospazio
vettoriale di Rg[z] dobbiamo innanzitutto verificare che W ¢ un sottoinsieme di Ra[x]. In effetti
la condizione p”’ = 0 applicata al generico elemento di R3[x] diventa 6a = 0. Quindi se p(z) € W
deve essere del tipo p(z) = bx? + cx + d cioe un elemento di Ra[x]. Inoltre W puo essere riscritto
come

W = {p(z) € Ra[z] | p(1) = 0}
Per dimostrare ora che si tratta di un sottospazio di Rg[z] dobbiamo verificare che & chiuso
rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— W e chiuso rispetto alla somma, infatti presi due elementi di W anche la loro somma sta in
w:
(p1+p2)(1) =p1(1) +p2(1) =04+0=0
— W & chiuso rispetto al prodotto per scalari, infatti preso un elemento di W e uno scalare
A € R, anche il loro prodotto sta in W:

(Ap)(1) =A-p(1) =A-0=0
b) Traducendo la condizione p(1) = 0 sui coefficienti del generico elemento bx? + cx + d di Ra[z]
otteniamo b+ ¢+ d = 0, ovvero d = —b — ¢. Quindi ogni elemento di W & del tipo
p(z) =bx’ +cx —b—c=0bx*—1)+clz—1)
I due polinomi, linearmente indipendenti, p;(z) = 22 — 1 e pa(z) = x — 1 costituiscono una base
di W, quindi
dim(W) = 2, BW) = {pi(z) =2> -1, po(z) =2z — 1}
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c) Per determinare le coordinate di p(z) rispetto alla base B trovata la cosa piu semplice & forse
associare ad ogni polinomio le sue componenti rispetto alla base canonica {a:Q, T, 1} di Ra[x].
In particolare ai polinomi p;(x), p2(z), p(z) possiamo associare i vettori:

b1 = (1707 _1)7 b2 = (Oa 17 _1)7 b= (2a _17 _1)
Risolviamo quindi l'equazione xp; + yps = p:
=2
r=2
y=-—1 = {
y=-1
—xr—y=-1

Infine p(x) = 2p1(z) — p2(x), ovvero p(x) ha coordinate (2, —1)z rispetto alla base B trovata al
punto precedente.

O

Esercizio 7.84. Sia S linsieme delle matrici simmetriche:

Sz{ {Z Z] |a,b,deR}

(Notiamo anche che S = {A € May, | AT = A}).

a) Verificare che S ¢é un sottospazio di Maoxs.
b) Determinare una base di S.

SOLUZIONE:

a) Notiamo che la condizione percé una matrice 2 x 2 appartenga a S ¢ che gli elementi di posto 1,2
e 2,1 siano uguali.
Verifichiamo le due proprieta richieste per uno spazio vettoriale.

— SOMMA. Siano
_|la b1 _ |2 ba
S A

due generici elementi di S. Allora

a1+ a2 by + bo
A1+A2_[b1+bg d1+d2]65
— PRODOTTO per scalari. Sia

a b

=[5

un generico elemento di S e A € R. Allora
Ao A\b]
A = L‘b A, es

b) Separiamo i parametri nella generica scrittura di A:
Ao bl la O n 0 b " 0 0O
T |b d| |0 0 b 0 0 d|

oo e e Y

1 0 0 1 0 0
s={lo o] [V o] o 1}
¢ una base di S. Infatti:

— Abbiamo appena visto che il generico elemento di S si puo scrivere come combinazione lineare
degli elementi di B.

Quindi 'insieme
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— GIli elementi di B sono linearmente indipendenti, infatti:

1 0 0 1 0 0
P S O O K,

. =0

a

[b d}:0:> b=0
=0

Esercizio 7.85. Sia S il sotinsieme dello spazio delle matrici M3 2(R) cosi definito:

a b
S = b a €M3,2(R)|a7b€R
0 0

a) Mostrare che S é un sottospazio vettoriale di M3 2(R).
b) Determinare un insieme generatore di S.

SOLUZIONE:

a) Dobbiamo verificare che S & chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— Siano A e B due generici elementi di S:

a b c d
A e b a 5 B = d C
0 0 0 0
La loro somma A + B ¢ la matrice
at+c b+d
A+B=|b+d a+c
0 0
che & ancora un elemento di S
— SiadeRe Aec S allora
Aa  Ab
M= | Ja
0 0
che ¢ ancora un elemento di S.
b) Un possibile insieme generatore &
1 0 0 1
I=<¢(M; =10 1|, M= 1|1 0
0 0 0 0

Infatti ogni matrice A € S si puo scrivere nella forma:

A =aM; + bM,

Esercizio 7.86.

a) Mostrare che l'insieme

. 3a —a+b
W= { {a —2a—|—b] | a,beR}
& un sottospazio vettoriale dello spazio delle matrici reali My 2(R).
b) Determinare una base di W.

SOLUZIONE:

a) Verifichiamo le due proprieta richieste per un sottospazio vettoriale.
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— SOMMA. Siano

A — 3a1 —ay+ by A, — 3as  —as+ by
L= a1 —2a; +b1|’ 2= as —2as + by

due generici elementi di W. Allora

A +A o 3a1+3a2 —a1+b1—a2+b2 _ 3(a1+a2) —(a1+a2)+(b1+b2)
1 2= aq +a2 —2a1+b1—2a2—|—b2 B (a1 +a2) —2(&1 +a2)—|—(b1—|—b2)
[3@ —a—i—b} con a=aj+as
a —2a+b b=by + by

Quindi A1 + A, € W.
— PRODOTTO per scalari. Sia

_|3a —a+b
A_[a —2a—|—b]

un generico elemento di W e A € R. Allora
\A — 3(Aa)  —Xa+Ab | [3d —d +V N a' = la
Tl xa 20+ M| a2 4| M Y=

Quindi AA € W.
b) Separiamo i parametri nella generica scrittura di A:

T i i o e B

B{AE’ }1}’3{8 ﬂ}

¢ un insieme generatore di W. Dobbiamo ora verificare se A e B sono linearmente indipendenti,
ovvero se I'equazione A 4+ yB = 0 ha la sola soluzione nulla x = y = 0:

Quindi 'insieme

2A+yB = [3x —:v-HJ]

r —2z+vy
Quindi la condizione xA + yB = 0 si traduce nel sistema
3z =0
—z+y=0
z=0
—2x+y=0

= xz=y=0

Quindi A e B sono linearmente indipendenti e una base di W e data da
3 -1 0 1
s—wm = 5] 0]

Esercizio 7.87. Si consideri il sottospazio

_ 3a+b+3c 2b-6¢
S_{ [a+3b—7c 4a+80} |a,b,c€R}

dello spazio delle matrici reali Ma(R).

a) Determinare una base di S.

- 2 0
b) Stabilire se A = [2/3 8/3

della base trovata in a)).

} € S (ed in caso positivo esprimere A come combinazione lineare

SOLUZIONE:
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a) La generica matrice di S la possiamo scrivere nella forma

o[ el e [

3 0 1 2 1 1
w=f ] wf 3 sk
lo spazio S & S = (41, Az, As). Per determinare una base di S dobbiamo stabilire quante e quali

di tali matrici sono linearmente indipendenti, ovvero risolvere I’equazione xA; + yAs 4+ zA3 = 0.
La matrice dei coefficienti associata a a tale sistema &

Quindi se

3 1 3 I 13 -7 1 3 -7
02 —6| 02 —6| _ 1/21 [0 1 3| _
13 -7 1 |3 1 3| 7Imr-srlo -8 24
40 8] 14rvii o 2| Iw-I]o -3 9

1 3 -7 13 —7

0 1 -3 0 1 -3
18117 |0 -1 3| TIII+11|0 0 0
131V 0 -1 3| IV4+II|0 0 0

La matrice ha rango 2 quindi il sistema ammette infinite soluzioni, le tre matrici sono linearmente
dipendenti e dim(S) < 3. Inoltre la matrice dei coefficienti associata all’equazione xA; +yAs = 0,
una volta ridotto diventa

o O o
OO = W

In questo caso l'equazione ammette solo la soluzione nulla, quindi A; e As sono linearmente
indipendenti, quindi dim(S) = 2 e una base di S & data da

s ={a=) o] )y {}

b) Si tratta di risolvere I'equazione x Ay + yAs = A ovvero il sistema:

3r+y=2 3z =2
2y =0 =0 =2
Y , N Y , = Tr=3
x+3y=3% x=3 y=20
4x+y:§ 495:%
Infine
A=-A

O

Esercizio 7.88. Sia V Lo spazio vettoriale delle matrici reali 2 x 2. Si consideri la matrice A =

{_18 _Oq e sia S il sottinsieme di V' costituito dalle matrici che commutano con A:

S:{M: [‘; Z] eV :AM:MA}

a) Mostrare che S é un sottospazio di V.
b) Calcolare la dimensione e una base di S.

SOLUZIONE:

a) Dobbiamo dimostrare la chiusura rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— Somma. Siano M; e My due matrici che commutano con A. Allora

A (M, + My) = AMy + AMy = My A + MyA = (M, + My) A

Quindi anche la matrice M; + My commuta con A e appartiene a S.



— prodotto. Sia M una matrice che commuta con A, e sia A € R. Allora

AOM) = MM = A\MA = (AM) A

2. SOLUZIONI

Quindi anche la matrice AM commuta con A e appartiene a S.

b) Scriviamo esplicitamente le soluzioni di S imponendo la condizione AM = M A.

Quindi

AM =

MA=

[—8@ —T7¢ —8b-— 7d}

—8a+b —Ta
—8c+d —Tc

—8a —Tc=—8a—+1b

MA=AM =

Si tratta quindi di risolvere il sistema omogeneo:

1 0 8
0o 1 7
7 -8 0

IIT—-8I1

Quindi gli elementi di .S sono del tipo

Ovvero

Esercizio 7.89. Sia

b+Tc=0
—8h—17d = —Ta e
=< 7a—-8 —-7d=0
= —8b+d 48 —d=0
a - e
b=—-Tc
-1 ] 0 1 0 8 —-11]0
0 | o] = 0 1 7 0 | 0
-7 1 0 INT—71|10 =8 =56 0 | 0
108 -1 |0 o=t
- b= —Tt
017 0 | 0ol = 7 vs,t € R
000 0 | O €=
d=s
M{—St—f—s —7t]
t S

=107
t

b

-7 10
O}t—l—{o 1]5|Vs,teR}

Di conseguenza S ha dimensione 2 e una sua base ¢ data dall’insieme

-8 =7 1 0
1 0] (01

)

169

esia S ={M € Mz2(R) | AM = MA = 0}. Dimostrare che S é un sottospazio di Ma(R) e calcolarne la

dimensione.

SOLUZIONE:
Sia
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la generica matrice di M>(R). Cominciamo a calcolare gli elementi di S:

| z—z y—w | T=2z
AM = {—2x+2z —2y+2w} =0 é{

=2y —z+2y| =2y
MA_|:Z—2U) —z+2w]_0 :>{ =

z=2w
xr =2t
=t
= Y
z =2t
w=t
2 1
:S_{{2 1]-t|teR}

Chiamiamo B la matrice
2 1
p=[3 1]

S ¢ quindi formato dai multilpli di B. E’ percio immediato dimostare che si tratta di un sottospazio
vettoriale di Moyo:

e SOMMA. Se A; e A appartengono a S, allora A =t -B e Ay =ty - B per opportuni t1,t3 € S,
quindi

A1+A2=t1~B+t2-B:(t1+t2)~B e S
e PRODOTTO per scalari. Sia A =t - B un generico elemento di S e A € R, allora
M=X-t-B=(\-t)-B € S

In particolare S & uno spazio vettoriale di dimensione 1, generato dalla matrice B.

Esercizio 7.90. Si consideri la matrice
1 k
A= [2 3} .

a) Si determini una base del sottospazio U = {X € My(R): AX = XA}.
b) Mostrare che il sottoinsieme W = {X € U : X ¢é invertibile} non é un sottospazio vettoriale di U.

SOLUZIONE:
Sia

la generica matrice di Ma(R).

|z +kz y+kw |z +2y kx+3y
AX = 2z + 32 2y+3w} XAL’—}—ZU} kz + 3w

Da AX = X A otteniamo il sistema,

r+kz=x+2y —2y+kz=0
y+ kw =kzx+ 3y N kx+2y —kw=0
2r+ 32z =2+ 2w 20+ 2z —2w =0

2y + 3w = kz + 3w 2y —kz =0
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Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema:

0 -2 k 0 | 0] 1/20IIJt 0 1 -1 | 0
k2 0 -k | 0 I o -2 k o0 | 0
o 0 2 -2 ol 7 I |k 2 0o -k | o~
0 2 -k 0 | 0 0 2 -k 0 | 0
1 0 1 -1 0 1 0 1 -1 1] 0
0 -2 k 0 0 -2 k 0 | 0
II—kI|l0 2 —k | ol Trr+I1r{o o o o0 | o
IV+Irlo o 0 0 00 0 0 | 0

Quindi

a) Abbiamo ottenuto che

s ={|7 g] b i}

b) W non & un sottospazio in quanto, per esempio, non contiene ’elemento nullo. Infatti la matrice

nulla
0 0
0 0

non ¢ invertibile.

Esercizio 7.91. Sia W = (A, B ,C) il sottospazio di Ma(R) generato dalle matrici

0 0 1 k k 1
a=lg) m=lhg o=l
St determini la dimensione di W e una sua base al variare del parametro reale k.

SOLUZIONE:

Cominciamo a stabilire quando le tre matrici sono linearmente indipendenti risolvento I’equazione matriciale

xA+yB+ z2C =0:

y+kz ky+z}_{0 0}
kr —2y+ (k—1)z z | 100
da cui si ottiene il sistema
y+kz=0 y=0
ky+z=20 N 0=0
kr—2y+(k—1)z=0 kx =0
z=0 z=0

Dobbiamo ora distinguere due casi.
e Se k # 0 otteniamo la sola soluzione x = y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente
indipendenti:
dim(W) =3
BW)={A, B, C}
e Se k = 0 otteniamo la sola soluzione x = ¢, y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente

dipendenti. In particolare A ¢ la matrice nulla e A = 0- B 4 0 - C dipende linearmente da B e
C. Se studiamo invece la dipendenza di B e C' risolvendo l’equazione yB + 2C = 0 otteniamo
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la sola soluzione y = z = 0 quindi B e C sono linearmente indipendenti (Infatti B e C' non sono
una multiplo dell’altra). Di conseguenza

dim(W) = 2
B(W) ={B, C}

Esercizio 7.92. Sia V = (A, B,C) il sottospazio di Msy2(R) dove
20 2 1 2 3
Sl O |
a) Si determini la dimensione e una base di V.

b) Si esprima D = E a come combinazione lineare della base trovata al punto a).

SOLUZIONE:

a) Per determinare la dimensione di V' cominciamo a verificare se A, B e C sono linearmente
indipendenti risolvendo il sistema zA 4+ yB + 2C = 0:

2 0 2 1 2 3] 2z + 2y + 22 y+3z [0 o
IL 2]“/{3 4}“[? 8]_0;‘ {x+3y+7z 2x+4y+8z}__0 o};‘
2e+2y+22=0 2.2 2 ] 0 121 11 1 | 0]
y+32=0 (0130 013 ] 0
T+3y+72=0 1 3 7 | ol 7Ir—1/2ro 2 6 | 0

9 + 4y + 82 = 0 2 48 |0 V-1 |02 6 | 0

11110

N 01310

IIT—2I1|10 0 0 | 0

IV—IIT |0 0 0 | 0

La matrice dei coefficienti ha rango 2, quindi il sistema zA + yB + zC' = 0 ammette infinite
soluzioni. Di conseguenza le tre matrici A, B, C sono linearmente dipendenti e dim(V') < 3. Dai
conti appena svolti si vede inoltre che risolvendo I’equazione x A + yB = 0 otteniamo il sistema

204+ 2y =0
y=20

z+3y=0
2z 4+4y =0

che ammette la sola soluzione x = y = 0, quindi le matrici A e B sono linearmente indipendenti.
Infine dim(V') = 2 e una base di V ¢ data dall’insieme {A, B}.
b) Dobbiamo risolvere 'equazione x A +yB = D. Procedendo come nel punto precedente otteniamo

il sistema
204+ 2y =2
4 =7 = D=-A+2B
T+3y=>5 y=2
2z 4+ 4y =6

Esercizio 7.93. Si considerino le matrici

1 2 0 3 2 7
Sl =1l B
a) Si stabilisca se A, B e C sono linearmente indipendenti in Ma(R).
b) Si determini una base del sottospazio (A, B,C).

SOLUZIONE:
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a) Le matrici A, B,C sono linearmente indipendenti se ’equazione A + yB + zC' = 0 ha la sola
soluzione z = y = z = 0. La matrice A + yB + zC ¢:

vA+yB+2C = x+2z 2x+4+3y+Tz

—3x — 62 y+z ’
quindi 'equazione xA 4+ yB + zC = 0 si traduce nel sistema
z+2:=0 1 0 2 [0 102 |0 .
20+ 3y +72=10 N 2 3 7 |0 :>II—21 033 1] 0 N _ VieR
3 62=0 —3 0 —6 | O T III+3{0 0 0 | 0 J=
ytz=0 0 1 1 |0 01110 z=—t

Il sistema ammette infinite soluzioni, quindi A, B e C sono linearmente dipendenti. Notiamo che
2tA+tB —tC =0 Vt € R, quindi in particolare C' = 24 + B.

b) Abbiamo appena osservato che C' & linaremente dipendente da A e B. Viceversa le matrici A e
B sono linearmente indipendenti in quanto non sono una multiplo dell’altra, quindi una base del
sottospazio (4, B,C) ¢ {4, B}.

|

Esercizio 7.94. Sia V = (A, B, C) il sottospazio di Ma(R) generato dalle matrici
2 1 0 4 2 9 6 k-2
) A R o R [ B e
a) Si determini la dimensione e una base di V.

b) Si stabilisca per quali k la matrice D appartiene a V. In tali casi si esprima D come combianzione
lineare della base trovata al punto precedente.

SOLUZIONE:

a) Per determinare la dimensione e una base di V bisogna stabilire quante e quali tra le matrici
A, B e C sono linearmente indipendenti, ovvero risolvere l’equazione A + yB + zC = 0. Tale
equazione si traduce nel seguente sistema

20 +22=0

2.0 2 |0 12 1 0 1 | 0

r+4y+92=0 14 9 | 0 Ir—-1/2r10 4 8 | 0 N
2r+4y+ 102 =0 2 4 10 | O Irr—1 |10 4 8 | 0
st z=0 10 1 | 0o I1v—1/21l0 0 0 | 0

101 |0
1/4IT |10 1 2 | © r+2=0
IIT—II10 0 0 | 0 Y+ 22=0

00010

Il sistema A + yB + zC' = 0 ammette infinite soluzioni, quindi le tre matrici sono linearmente
dipendenti. Viceversa, risolvendo il sistema xA + yB = 0 otteniamo ol sistema equivalente

{x =0 = ax=y=0
y=0
quindi A e B sono linearmente indipendenti. Infine

dim(V) =2, B(V)={A,B}.

b) Per esprimere D come combinazione lineare della base trovata dobbiamo risolvere l'equazione
A+ yB = D. Ripercorrendo i conti fatti precedentemente, otteniamo:

20 =6

2 0| 6 121 [1 0 | 3
rtdy=k-2 |1 4 | k=2| II-1/2I 10 4 | k=5
20 + 4y =2 2 4 | 2 Irr—-r1 |0 4 | -4
R 1 0 | k+2| IV-1/2I1|0 0 | k-1

Il sistema ammette soluzione solo se k = 1, quando otteniamo

r=3 = r=3 = D=3A-B sek=1.
4y = -4 y=—1

Se k # 1 la matrice D non appartiene a V.
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O

Esercizio 7.95. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 4 e sia B = {v1,v2,v3,v4} una sua base.

a) Mostrare che linsieme B' = {v1 4+ va,v2 + v3,03 + V4, 04} € una sua base di V.
b) Calcolare le coordinate del vettore v = vy + va + v3 + vy4 rispetto a B e rispetto a B'.

SOLUZIONE:

a) Essendo V di dimensione 4 & sufficiente verificare che i quattro vettori di B’ sono linearmente
indipendenti. Calcoliamo le coordinate dei vettori di B’ rispetto alla base B:

v +v2 =(1,1,0,0)5
vy +v3=1(0,1,1,0)5
v3+vs=1(0,-0,1,1)p
vy = (0,0,0,1)5

I quattro vettori sono linearmente indipendenti se la matrice associata ha rango 4:

100 0] 100 0 100 0
1100 1r=1lo 10 0 010 0
011 0| 01 1 0| II—1r1l0 0 1 0
00 1 1 00 1 1 001 1
10 0 0
. 010 0
0010
w—rIirjo 0 0 1

La matrice ha rango 4, quindi anche B’ ¢ una base di V.

b) Le coordinate di v rispetto a B sono (1,1,1,1)p in quanto v = 1-v3 +1-va+1-v3+ 1" vy
A questo punto per trovare le coordinate di v rispetto a B’ ¢ sufficiente risolvere ’equazione:
x(v1 + v2) + y(ve + v3) + 2(vs + v4) + wvg = v, dove tutti i vettori sono espressi rispetto a B:

1000 | 1 1000 |1
1100 | 1| II-1|l0 100 | 0
0110 |1 0110 | 1|7
00 1 1] 1 00 1 1] 1
1000 | 1 1000 | 1
01001 0 01000
r—1rjo o 1 0 | 1|~ 0010 |1
00 1 1 | 1] IVv—IIIlo 0 0 1 | 0

Infine v = (1,0, 1,0) 5.

Esercizio 7.96. Si consideri l'insieme S di matrici 3 X 3
S = {A = [aij] c Md(R) :ayp] + a2 =ass +azz = 0}

a) Stabilire se S ¢ un sottospazio vettoriale di M3(R). In caso affermativo, trovarne la dimensione.
b) Sia Sims(R) lo spazio delle matrici reali simmetriche 3 x 3. Trovare una base dello spazio
intersezione S N Simg(R).

SOLUZIONE:

a) Imponendo le condizioni aj; + a12 = ase + ass = 0 alla generica matrice di M3(R) otteniamo che
la generica matrice di S ¢ del tipo

a1 —ain a3
A= lax ax a| =and +aizls +ax Az + axnAs + asAs + a1 ds + azs Az
az; —asz ass
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dove
[1 -1 0 [0 0 1] [0 0 O]
Ai=1{0 0 O A =0 0 O A3 =11 0 O
0 0 0 0 0 0] 0 0 0]
[0 0 0 [0 0 0] [0 0 0] 0O 0 O
Ag=10 1 0 As;=10 0 1 Ag=10 0 0 A, =10 0 0
0 0 0 0 0 0] 1 0 0 0 -1 1
Quindi

S = (A, Ay, Az, A4, As, Ag, A7)

¢ lo spazio vettoriale generato dalle 7 matrici A;. Inoltre le 7 matrici sono linearmente indipen-
denti, quindi una base di S &

B(S) :{A17 AQ’ A3a A4a A57 AG) A?}
e dim(S) =T1.

b) La generica matrice A di S appartiene a Sims(R) se as1 = —a11, az1 = a13, a3 = —ass, quindi
la generica matrice di SN Sims(R) ha la forma:

a11 —a11 a13
B=|—-a11 a2 —as3| =a11B1+a13Bs+ aB3 + a33By
a1z —ass  ass
dove
(1 -1 0 [0 0 1
Bi=1|-1 0 0| =A4;—-A4;3 By=10 0 0| = A5+ Ag
| 0 0 O 1 0 0
[0 0 0 [0 0 0
Bs3=10 1 0| =A4 By,=10 0 —1|=A4;—-A;x
0 0 0 0o -1 1
Notiamo che le 4 matrici B; sono linearmente indipendenti, quindi

B(S N Sim3(R)) = {B1, Ba, Bs, Bs}

Esercizio 7.97. Sia W il sequente sottoinsieme dello spazio delle matrici 3 X 3:
W = {AE M373(R) | A+AT :0}
a) Mostrare che W & un sottospazio vettoriale di M3 3(R).

b) Trovare una base di W.
¢) Mostrare che ogni elemento di W ha rango minore di 3.

SOLUZIONE:
Notiamo che la condizione AT = —A ci dice che le matrici di W sono del tipo
0 Ty
A=|—-z 0 =z con z,y,z € R
-y —z 0

a) Per mostrare che W, che ¢ un insieme non vuoto, & un sottospazio vettoriale di M3 3(R) dobbiamo
verificare che € chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— SOMMA. Siano

0 Ty 0 a b
A=|-z 0 =z e B=|-a 0 ¢ con z,y,2,a,b,c e R
-y —z 0 b —c 0
due qualsiasi matrici di W. Allora
0 r4+a y+b 0 r4+a y+b
A+B=|-z—a 0 z4+c| =|—(z+a) 0 z+c| eW
—-y—b —z—-c 0 —(y+b) —(z+¢) O

Quindi W e chiuso rispetto alla somma.
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— PRODOTTO per SCALARI. Sia

0 r vy
A=|—-2 0 =z
-y —z 0]
un elemento di W e A € R uno scalare. Allora
0 Az Y]
M= |-z 0 Azl eW
Ay =Xz 0

Quindi W & anche chiuso rispetto al prodotto per scalari.
b) Riscrivendo in maniera pitt opportuna il generico elemento di W otteniamo:

0 =z vy 0 10 0 0 1 0 0 O
A=|-z 0 z|=2-|-1 0 0| +y-|/0 0 O] +=z2-(0 0 1
-y —z 0 0 00 -1 0 0 0 -1 0
Di conseguenza le matrici
0 10 0 0 1 0 0 O
A;=|-1 0 0}, As=10 0 0f, As=10 0 1
0 00 -1 0 0 0 -1 0

generano tutto W. Essendo anche linearmente indipendenti, una base di W & data da B(W) =
{A17 A27 A-?)}

c¢) Calcoliamo il determinante della generica matrice A di W
det(A) = —x- (y2)+y- (v2) = —ayz+2yz =0

Poiché il determinante di A & zero, il rango di A & minore di 3.

Esercizio 7.98. Sia W il sequente sottoinsieme dello spazio delle matrici 3 X 3:
W={AeM3R)| A= A", tr(A) =0}

a) Mostrare che W & un sottospazio vettoriale di M3 3(R).
b) Trovare una base di W.

2 1 1
c¢) Calcolare le coordinate di B= |1 —2 3| € W rispetto alla base trovata al punto b).
1 3 0

SOLUZIONE:

Notiamo che la condizione AT = A implica che le matrici di W siano simmetriche. Inoltre la condizione
tr(A) = 0 implica che la somma degli elementi della diagonale principale sia 0. Di conseguenza le matrici
di W sono del tipo

a b c
A=1b d e con a,b,c,d,e € R
c e —a-—d

a) Per mostrare che W, che ¢ un insieme non vuoto, ¢ un sottospazio vettoriale di M3 3(R) dobbiamo
verificare che ¢ chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— SOMMA. Siano

a b c r oy z
A=1|b d e e B=|y w t con x,y,z,w,t,a,bc,deecR
c e —a—d z t —rx—w
due qualsiasi matrici di . Allora
at+x b+y c+z
A+B=|b+y d+w e+t eWw

c+z e+t —a—z—d—w

Quindi W e chiuso rispetto alla somma.
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— PRODOTTO per SCALARI. Sia

a b c
A=|b d e
c e —a—d
un elemento di W e A € R uno scalare. Allora

Aa  A\b Ac
M= |Xb M e eWw
Ac de —da— M

Quindi W ¢ anche chiuso rispetto al prodotto per scalari.
b) Riscrivendo in maniera pitt opportuna il generico elemento di W otteniamo:

a b c
A=1b d e
c e —a—d
1 0 O 0 1 0 0 0 1 0 0 O 0 0 0
=a-{0 0 O|4+b-]1 0 O 4+¢c-|0 0 O[+d-]0 1 0| +e-|0 0 1
00 -1 0 0 O 1 00 0 0 -1 01 0
Di conseguenza le matrici
[1 0 0] 0 1 0 0 0 1
Ay=1(0 0 0|, A= |1 0 0}, As=10 0 O0f,
10 0 —1] 0 0 0 100
[0 0 0] 0 0 0
A;=1(0 1 0 As;=1(0 0 1
10 0 —1] 01 0

generano tutto W. Essendo anche linearmente indipendenti, una base di W & data da B(W) =
{A1, Ay, A3, Ay, As}.

c) E immediato verificare che B = 2A1 + Ay + A3 — 2A4 + 345, di conseguenza le coordinate di B
rispetto alla base trovata al punto precedente sono (2,1,1,—1, 3)z.

|
Esercizio 7.99. Sia W il sequente sottoinsieme dello spazio delle matrici 3 x 3:
W = {A S M373(R) | ajj = 0 peri Z]}

a) Mostrare che W & un sottospazio vettoriale di M3 3(R).
b) Trovare una base di W.
¢) Mostrare che per ogni matrice A in W, la matrice A?> ha rango minore di 2.

SOLUZIONE:

L’insieme W ¢ formato dalle matrici triangolari superiori

0
A=10 con z,y,2 € R
0

O O 8
o

a) Per mostrare che W, che ¢ un insieme non vuoto, ¢ un sottospazio vettoriale di M3 3(R) dobbiamo
verificare che ¢ chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— SOMMA. Siano

0 =z y 0 a b
A=10 0 =z e B=1[0 0 c con x,y,z,a,b,c € R
0 0 0 0 0 0

due qualsiasi matrici di W. Allora

0 z+a y+b 0
A+B=10 0 z4+c| = |0 0 z4+c|l eW
0 0 0 0

Quindi W e chiuso rispetto alla somma.
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— PRODOTTO per SCALARI. Sia

0 = y
0 0 =z
0 0 0

un elemento di W e A € R uno scalare. Allora

0 Xz My
AM=10 0 Xz| eW
0 0 o0

Quindi W ¢ anche chiuso rispetto al prodotto per scalari.
b) Riscrivendo in maniera pitt opportuna il generico elemento di W otteniamo:

A:

0 =z y 010 0 0 1 0 0 0
A=10 0 z|=2-{0 0 Of+y-|0 O O|+=2-]0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0
Di conseguenza le matrici
010 0 0 1 0 00
Ai=10 0 0], A, =10 0 0], As=10 0 1
000 0 00 0 00
generano tutto W. Essendo anche linearmente indipendenti, una base di W ¢ data da B(W) =
{41, As, As}.
c¢) Calcoliamo A?
0 = y 0 = y 0 0 zz
A-A=1(0 0 =2 0 0 z[=(0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Di conseguenza se z = 0 0 z = 0 otteniamo la matrice nulla di rango zero, altrimenti rg(A42%) = 1.
In ogni caso rg(A42) < 1.

]



CAPITOLO 8
Applicazioni lineari

Esercizio 8.1. Sia T : R® — R® lapplicazione definita da T(x1,x2,23) = (23,29, 2x3). Stabilire se
T é lineare.

Esercizio 8.2. Verificare che la funzione determinante definita sull’insieme delle matrici Mayo avalori
i R non é lineare.

Esercizio 8.3. Stabilire se esiste una applicazione lineare T : R®> — R? tale che
T(1,2) = (3,0), T(2,7) = (4,5), T(1,5) = (1,4)

Esercizio 8.4. Stabilire se esiste una applicazione lineare T : R®> — R? tale che
T(1,2) = (3,0), T(2,4) = (5,0), T(0,1) = (1,1)

Esercizio 8.5. Determinare una applicazione lineare T : R — R? tale che
T(1,1) = (1,2), 7(0,2) = (4,4)

Esercizio 8.6. Sia T : R* — R® lapplicazione definita da T(x,y) = (z + y, 22,2 — y).
a) Verificare che T é lineare.
b) Determinare Nucleo e Immagine di T'.
c) Determinare la matrice A associata o T (rispetto alle basi canoniche).
d) Determinare T(1,2) usando la definizione e usando la matrice A.

Esercizio 8.7. Sia T : R®* — R? Uapplicazione lineare definita sulla base canonica di R* nel sequente
modo: T(e1) = (1,2,1), T(e2) = (1,0,—1).
a) Esplicitare T(x,y).
b) Determinare la matrice A associata a T (rispetto alle basi canoniche).
¢) Stabilire se (3,4,1) appartiene a Im(T).

Esercizio 8.8. Sia T : R* — R? lapplicazione lineare tale che T(v) = Av con

1 1
A=12 0
1 -1

a) Determinare una base di Nucleo e Immagine di T.
b) Stabilire se (—3,2,1) appartiene a Im(T).

Esercizio 8.9. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare definita da

-3 1 0
A=12 -1 0
0 2 1

Determinare l'immagine attraverso T del piano m: x+ 2y =0.

Esercizio 8.10. Sia T : R* — R* Uapplicazione lineare tale che

X1 xr1 + To + 223 + 14
T o _ Ty + 2x9 +4x3 + x4
T3 2I1 —|— 2.1?2 + 4503 —|— 3I4
T4 —x1 — 229 + (k —4)x3 + 224

dove k € R un parametro reale.
a) Discutere Uiniettivita e suriettivita di T al variare di k € R.
b) Determinare una base degli spazi vettoriali Im(T) e N(T) al variare di k € R.
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Esercizio 8.11. Sia T : R* — R’ la funzione lineare definita da
T(x1, 79, 23,74) = (v1 — T2, T1 + T2, T2, To+ 373, —271)
rispetto alle basi canoniche.

a) Trovare una base del nucleo N(T') e una base dell’immagine Im(T).
b) Dire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.
c¢) Per quali valori di k € R il vettore v, = (k,2,1 — k,4,—2) appartiene all’immagine di T ¢

Esercizio 8.12. Sia T : R®> — R la funzione lineare definita da:
T(l‘l,l‘z,mg) = (2/€$1 — T2, T2+ k‘l‘3, 1+ Ty — T3, T1 — .132)

a) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T al variare del parametro reale k.
b) Stabilire per quali valori di k il vettore v = (3,3,1,0) appartiene all’immagine di T.

Esercizio 8.13. Sia T la funzione lineare da R® a R® con matrice associata

2 1 0
A=10 -1 1
2 -1 2

rispetto alle basi canoniche.

a) Determinare basi dell’immagine Im(T) e del nucleo N(T).
b) Stabilire per quale valore di k il vettore vy, = (k, k, k) appartiene all’immagine di T.

Esercizio 8.14. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da:
T(x1,72,73,74) = (T2 + 373, =223 + 24,0,71 — T2 + 4)
rispetto alle basi canoniche.

a) Dire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva
b) Trovare una base del nucleo N(T) e una base dell’immagine Im(T).

Esercizio 8.15. Sia T l'endomorfismo di R® cos definito:
T(x1, 2, 23) = (221 + 23, —221 + T3 + T3, T2 + 23).

a) Scrivere la matrice associata a T rispetto alle basi canoniche e determinare il nucleo e l'immagine

di T.
b) Stabilire se T ¢é iniettiva. Trovare, al variare del parametro reale k, tutti i vettori v tali che
T(v) = (3,3,k).

Esercizio 8.16. Si consideri il sequente endomorfismo di R*
T(x,y,z,w) = (—z+ z, 2y, * — 2z, w)
a) Si determino le dimensioni di immagine e nucleo di T e si stabilisca se T & invertibile.
b) Si determini linversa T—1.
Esercizio 8.17.

a) Verificare che le relazioni
T(1,1,1)=(-1,2), T(0,1,1)=(0,4), T(1,1,0)=(21)

definiscono un’unica applicazione lineare T da R® a R2.
b) Scrivere la matrice rappresentativa di T rispetto alla basi canoniche.
c) Trovare basi di Im(T') e di N(T).

Esercizio 8.18. Sia T : R®* — R? lapplicazione lineare definita da
T(z,y,2) = (22,9,0)

(1) Dato il vettore w = (2,—1,1), calcolare T'(w).

(2) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

(3) Calcolare T'(w) utilizzando la matrice A.

(4) Determinare la dimensione e una base degli spazi vettoriali Im(T) e N(T)).

(5) Verificare che linsieme B = {v1, va, v3} con vy = (1,0,1), vo = (0,1,—1), v3 = (1,1,—1) é una
base di R?.

(6) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B dello spazio di partenza e alla base
canonica C dello spazio di arrivo.

(7) Determinare le componenti del vettore w = (2, —1,1) rispetto alla base B.
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(8) Calcolare T(w) utilizzando la matrice B.

Esercizio 8.19. Sia T : R®> — R? Uapplicazione lineare tale che
T(x,y,2) = (2x,y + 2)

(1) Verificare che T & un’applicazione lineare.
(2) Dato il vettore w = (1,1,1), calcolare T'(w).
(3) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
(4) Calcolare T'(w) utilizzando la matrice A.
(5) Determinare la dimensione e una base degli spazi vettoriali Tm(T
(6) Verificare che Uinsieme B = {v1, va, v3} con vy = (2,1,0), va = ( )
di R®.
(7) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B di R® e alla base canonica di R* .
(8) Determinare la matrice P di cambiamento di base dalla base canonica C alla base B.
(9) Determinare le componenti del vettore w = (1,1, 1) rispetto alla base B utilizzando la matrice P
(o meglio P~1).
(10) Calcolare T'(w) utilizzando la matrice B.

)SR7eN(T)CR
0,1, :(10 )eunabase

Esercizio 8.20. Sia T : R®> — R® Uapplicazione lineare tale che

T(z,y,2) =22z +y, v+y, y+kz)
dove k € R ¢é un parametro reale.

(1) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

(2) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R® al variare del parametro
k.

(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T) C R? al variare del parametro
k.

(4) Stabilre se il vettore v = (3,—1,—5) appartiene a Im(T) al variare del parametro k. In caso
positivo esprimere v come combinazione lineare degli elementi della base di Tm(T') trovata.

Esercizio 8.21. Sia T : R®* — R?® lapplicazione lineare tale che
T(z,y,2) = (v +y, kx+y+2, kx+y+kz)
dove k € R & un parametro reale.

(1) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
(2) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R® al variare del parametro

k.

(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T) C R? al variare del parametro
k.

(4) Stabilre se il vettore v = (0,1, —1) appartiene a Im(T) al variare del parametro k. In caso positivo
esprimere v come combinazione lineare degli elementi della base di Im(T') trovata.

Esercizio 8.22. Sia T : R®> — R® Uapplicazione lineare tale che

T(x,y) = (kx +4y, x+ky, y)

dove k € R ¢é un parametro reale.
Stabilire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva al variare del parametro k.

Esercizio 8.23. Sia T : R* — R* lapplicazione lineare definita dalla matrice

5k 1 3k+4 0

_ _k+1 0 0 0
A=M(T) = 3 k+5 1 k+3
2k2 0 k 0

a) Discutere Uiniettivita e suriettivita di T al variare del parametro reale k.
b) Determinare la dimensione di immagine e nucleo di T al variare di k.
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Esercizio 8.24. Sia T : R* — R® Uapplicazione lineare tale che
T(z,y,z,w)=(—z—y+z+w, —z+2y—2z, —xz+y+3z—3w)

(1) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
(2) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R3.
(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T) C R*

Esercizio 8.25. Sia T : R* — R? lapplicazione lineare tale che
T(x,y,z,w) =(x —2y+3z, x —y+ (k+3)z2+ 2w, 20 -3y + (k+6)z+ (kK + 1)w)

dove k & un parametro reale.
Stabilire se esistono valori di k per cui T ¢ iniettiva e/o suriettiva.

Esercizio 8.26. Sia T : R® — R? lapplicazione lineare definita da
T(Ia Y, Z) = (I - Y 2x — 3y>

a) Dire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.
b) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T.

Esercizio 8.27. Sia k un parametro reale e sia T 'endomorfismo di R* definito da
T(xl, XT2,I3, £E4) = (2$1, xr1 + X9 + 23+ 31‘4, 71’61‘1 + x3,23 + kl’4)

a) Determinare basi del nucleo e dell’immagine di T al variare del parametro k.
b) Si dica se T ¢ iniettivo e/o suriettivo.

Esercizio 8.28. Sia T : R® — R? la funzione lineare
T(x1, 29, 23) = (ax1 + 2029 + x3,bx1 + 2b2xo + T3).

a) Si determinino gli eventuali valori reali di a e b per i quali T & suriettiva.
b) Si trovi una base del nucleo di T al variare di a e b.

Esercizio 8.29. Sia T : R* — R? la funzione lineare definita da T(z) = Az, con

1 0 -2 3
A=1]-1 0 1 0
0 1 0 1

a) Stabilire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.
b) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T

Esercizio 8.30. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da T(z) = Az, con

1 0 -1 1
-2 0 0 0
A= 1 1 0 0
0 1 -1 1

a) Stabilire se T invertibile.
b) Trovare basi del nucleo e dell’immagine di T

Esercizio 8.31. Detto k un paramtro reale, sia

k1 10
A=10 2 0
0 k& k

a) Si trovino, al variare di k, nucleo e immagine dell’endomorfismo T di R? associato alla matrice
A.

b) Stabilire per quali valori k € R la funzione lineare T4 & invertibile.

Esercizio 8.32. Si consideri la funzione lineare T : R* — R* definita dalla matrice

2k 0 21
k 0 1 1
k—1 -1 0 1
0 0 01
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a) St dica se esistono valori del parametro reale k per i quali T' ¢& iniettiva o suriettiva.
b) Si caleoli la dimensione del nucleo N(T) e dell’immagine Im(T) al variare di k.

Esercizio 8.33. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da T(x) = Ax con

0 1 k 2
1 1 0 2
A= 0 1 1 2
-2 0 1 -1

a) Determinare una base del nucleo di T e una base dell’immagine di T al variare del parametro k.
b) Dire se T & iniettiva e/o suriettiva.

Esercizio 8.34. Sia f : R® — R? lapplicazione lineare definita ponendo
flzyy,2) =(z+y—22, 3z — 2z, 2z —y +2)
e sia g : R?® — R? lapplicazione lineare definita ponendo
9(@,y,2) = (v +z z—y+2z y)
Si trovino le dimensioni dei nuclei delle applicazioni lineari go f e fog.
Esercizio 8.35. Sia T : R® — R la funzione lineare definita da
T(z,y,2)=(x+y, 20 —y— 2z, 2y + 2)
e sia B=1{(1,2,-4), (0,1,1), (1,0,=7)} una base di R>.

a) Stabilire se T ¢ iniettivo e/o suriettiva.
b) Si determini la matrice Mp(T) associata a T rispetto alla base B

Esercizio 8.36. Sia S : R* — R? la funzione lineare
S(x1, 22,23, 24) = (321 — 223 + x4, 41 — 229 + 223 + 34, T1 + 223 + 224).

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
b) Sia € la base canonica di R* e sia B la base di R® costituita dai vettori

U1 = (170? 1)7 V2 = (17070)a U3 = (1717 1)

Si determini la matrice ME(S) associata a S.

Esercizio 8.37. Sia T la funzione lineare da R® a R® definita da
T(z,y,2) = (3x =2y, v +y+2, 2z —3y—2)

a) Determinare basi dell’immagine Im(T') e del nucleo N(T).
b) Si scriva la matrice associata a T rispetto alla base B = {(2,1,0), (1,1,0), (0,1,1)}.
c) Trovare la distanza euclidea tra il punto P = (1,1,1) e il nucleo N(T).

Esercizio 8.38. Sia B = {v; = (1,2,3), va = (1,0,—1), vz = (0,0,2)} una base di R* ¢ sia T : R® —
R? Uendomorfismo definito dalla matrice
0 4 2
6 0 0
0 8 4

Mg(T) =

a) Si determini la matrice associata a T rispetto alla base canonica di R.
b) Si stabilisca se T ¢é iniettivo e/o suriettivo.

Esercizio 8.39. Sia T : R® — R la funzione lineare definita da T(z) = Az, con

1 11
A=10 1 1
1 00

a) Si determini la matrice associata a T rispetto alla base costituita dai vettori vy = (1,1,1), va =
(1707 0)7 U3 = (07 Oa 1)
b) Si trovi una base del nucleo di T.
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Esercizio 8.40. Sia T : R?* — R? lapplicazione definita da T(z,y) = (2z,x — y,2y), e siano B =
{(1,0), (1,1) } e B = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } due basi di R* e R? rispettivamente. Determinare la
matrice A= ME (T) associata a T rispetto alle basi B e B'.

Esercizio 8.41. Sia V = R? e siano C e B’ = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } rispettivamente la base
canonica e un’altra base di V.

a) Determinare la matrice P = Még, di transizione da C a B'.
b) Svolgere ’esercizio precedente utilizzando la matrice P.
Esercizio 8.42. Sia T : R® — R?® lapplicazione lineare definita da
T(xay,z) = (x—z,2x+y,x—3y)
a) Si determini la matrice Mg(T) associata a T rispetto alla base B costituita dai vettori vy =
(1707 0)) V2 = (17 Oa 71)7 U3 = (Oa 17 1)
b) Si trovi una base dell’immagine di T.
c¢) Il determinante di una matrice associata a T puo essere nullo?

Esercizio 8.43. Sia S : R®> — R* Uapplicazione lineare definita da
S(x1, 22, 73) = (71 + T2, T2, 71, T2 — 313).

a) Sia B la base di R® costituita dai vettori v, = (1,1,1), v = (1,1,0), v = (1,0,0) e sia £ la base
canonica di R*. Si determini la matrice Mg (S) associata a S.
b) Si trovi la dimensione del nucleo di S.

Esercizio 8.44. Sia S : R® — R®la funzione lineare associata a:

0 0 0
0 0 1
1 2 3

rispetto alla base B = {(1,1,1), (0,2,2), (0,0,3)} di R®.
a) Si scriva la matrice associata a S rispetto alle basi canoniche.
b) Determinare basi dell’immagine Im(S) e del nucleo N(S).

Esercizio 8.45. Sia S : R® — R? la funzione lineare
S($1,$27.’173) = (2331 — 229 + x3, —2x1 + 222 — 323, —221 + 222 + .’L‘3)

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
b) Sia & la base canonica di R* e sia B la base di R® costituita dai vettori

U1 = (17 170)a V2 = (1707 ]-)a V3 = (07]-’]-)
Si determini la matrice M§(S) associata a S.

Esercizio 8.46. Sia V =R? e siano B=C = { (1,0), (0,1) } e B’ = {(1,1), (1,0) } due basi di V.
a) Determinare la matrice P = ME di transizione da B a B'.
b) Determinare le coordinate di v = (2,1) utilizzando la matrice P.
Esercizio 8.47. Sia V = R? ¢ siano C ¢ B’ = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } rispettivamente la base
canonica e un’altra base di V.
a) Determinare la matrice P = ME  di transizione da C a B'.
b) Sia T : R* — R? lapplicazione definita da T(x,y) = (2z,z — y,2y). Utilizzando la matrice P
determinare la matrice A = MCBl (T) associata a T rispetto alle basi C e B'.
Esercizio 8.48. Sia T : R® = R? cosi definita: T(x,y,z) = (x + 2y + 3z, 3y + 2, 42).
a) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
b) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base

B ={v; =(1,0,0), va =(1,1,0), v3 =(5,3,3)}.

Esercizio 8.49. Sia T : R® = R? Uapplicazione lineare definita da:

1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4

a) Verificare che linsieme B = {v; = (1,1,0), vy = (=1,0,1), v3 = (1,1,2)} & una base di R>.
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b) Determinare la matrice associata a T rispetto alla base B.

Esercizio 8.50. Sia
B={v; =(1,0,1), va =(0,-1,0), vz =(2,0,0)}

una base di R® e sia T l'endomorfismo di R® cosi definito:

T(v1) = (3,1,2), T(ve) = (0,1,1), T(vs) = (6,4,6)

a) Si determini la matrice M(T') associata a T rispetto alla base canonica.
b) Si determini base e dimensione dell’Immagine e del Nucleo di T.
¢) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vy, = (k+ 1,0, k) appartiene all’Immagine di T

Esercizio 8.51. Dati i vettori di R?
vy = (1,0,1), vy =1(0,2,2), wv3=(1,1,0),
si consideri la funzione lineare T : R®* — R? definita da
T(v1) = (2,0,0), T(va)=(4,4,4), T(vs)=(0,6,6)

a) Si determini la matrice M(T) associata a T rispetto alla base canonica.
b) Si determini una base del nucleo e dell’immagine di T.

Esercizio 8.52. Sia T la funzione lineare da R® in R* che associa ai vettori
(1,1,0),  (1,-1,2),  (0,0,1)
rispettivamente i vettori
(1,1,0,1), (1,2,-1,0), (0,0,1,1)
a) Stabilire se T ¢ iniettiva, suriettiva, biunivoca.
b) Qual é Iimmagine di v = (2,0,3)?

Esercizio 8.53. Sia & = {e1, ez, e3} la base canonica di R3. Sia T : R® — R? la funzione lineare tale
che:

T(e1) =3e1 —ea+e3, T(ez)=e2—e3 T(ez)=2T(e1) +T(e2)
a) Si calcoli la matrice associata a T rispetto ad £.

b) Trovare basi del nucleo e dell’immagine di T e stabilire se T' ¢é invertibile.

Esercizio 8.54. Sia €& = {e1,ea,e3} la base canonica di R3. Sia T : R® = R? la funzione lineare tale
che:
T(el) =e; — 2e3 + €3, T(eg) = 2e9 — e3, T(eg) =e1 +es3.

a) Si mostri che T ¢ invertibile.
b) Si scriva la matrice associata a T~ rispetto ad £.
¢) Sia W ={x € R® : 21+ 2xy — x3 = 0}. Si trovi una base del sottospazio immagine T(W).

Esercizio 8.55. Si consideri la funzione lineare T : R®> — R? la cui matrice rispetto alla base canonica

0 3
MT)=|-1 1 1
2 21
e sia B={v; = (1,1,0), vo = (1,1,1), v3 = (1,0,1)} una base di R>.
a) Si determini la matrice M§(T) associata a T rispetto alla base B nel dominio e rispetto alla base

canonica € nel codominio.
b) Si determini la matrice Mp(T) associata a T rispetto alla base B.

Esercizio 8.56. Si consideri la base B ={(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,1,0)} di R* e sia€ la
base canonica di R*. Sia T : R* — R* la funzione lineare con matrice associata

1 0 0 0
1 & 0 0
Mg(T):()lll
1 0 0 1

con k parametro reale.
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a) Stabilire per quali valori di k la funzione T' é un isomorfismo (cioé iniettiva e suriettiva).
b) Posto k = 1, si trovi una base del sottospazio T~ (W) = {v € R* | T(v) € W}, con W =
((1,0,0,1),(0,1,0,1)).

Esercizio 8.57. Dati i vettori v; = (1,1,0), va = (0,2,0) e vs = (0,1,1), sia T l’endomorfismo di R
tale che T'(v1) = va, T(v2) = vs e T(v3) = v1.
a) Determinare la matrice associata a T rispetto alla base B = {v1, va, v3}.
b) Determinare la matrice associata a T rispetto alla base canonica.
c) Determinare il nucleo di T e trovare (se esiste) una controimmagine di (5,1, —11).

Esercizio 8.58. Sia S : M,(R) - M,(R) la funzione lineare cosi definita:
S(A)=A—- AT

a) Si determini il nucleo e limmagine di S.
b) Posto n = 2, si determini la matrice associata a S rispetto alla base

s={bol [l ol il)
0 o |1 Oof” (0 0] |0 1
c) Pern =2, la funzione lineare S ¢ diagonalizzabile?
Esercizio 8.59. Sia S : M,(R) — M,(R) la funzione lineare cosi definita:
S(A) = A+ AT

a) Si determini il nucleo e l'immagine di S.
b) Posto n =2, si determini la matrice associata a S rispetto alla base

s={p ) [ ) B )

¢) Pern =2, la funzione lineare S ¢ diagonalizzabile?

Esercizio 8.60. Si f : Ra[z] — Re[z] lapplicazione lineare definita ponendo
flaz®> +bx+c)=(a—b)x*> +(b—c)x+a—c
a) Si trovi la matrice rappresentativa di tale applicazione rispetto alla base
B= {x2+2, x—1, x+1}
b) Si trovi la dimensione e una base di N(f) e Im(f).

1. Suggerimenti

Una Applicazione lineare 7' : V — W & una funzione tra due spazi vettoriali che gode delle seguenti
proprieta:

T(Ul + 122) = T(Ul) + T(Uz) Yoy, v € V
T(hw)=XT(v) YwveV, AeR
In particolare se B = {v1, v2, ..., v,} ¢ una base di V e v € V, allora:

T(’U) = T(xlvl +-F xnvn) = mlT('()l) + -+ !EnT(Un)

A ogni applicazione lineare puo essere associata una matrice A = M(T) che ha per colonne le immagini
degli elementi della base di V', espresse rispetto alla base di W. Salvo indicazioni le basi di V' e W sono le
basi canoniche. Usando la matrice associata

TV)=A-v eV

Una applicazione lineare puo essere definita tramite:
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e La regola:
T :R? — R? tale che

T(x,y) = (x+y,2x,2 —y)

e Le immagini di una base:
T :R? — R? tale che

T(e1) =(1,2,1)
T(ez) = (1,0,-1)

e La matrice associata rispetto a una base:
T : R? — R? tale che la matrice associata rispetto alle basi canoniche &

1 1
A=12 0
1 -1

Se non ¢ specificato, la matrice si intende sempre associata rispetto alle basi canoniche.

Le tre precedenti definizioni definiscono la stessa applicazione lineare.

L’'Immagine Im(7") di una applicazione lineare T : V. — W & lo spazio generato dalle immagini degli
elementi di una base B = {vy, va, ..., v,} di V:

In(T) = {T() | ve VY = (T(v1),...,T(vn)) C W

Utilizzando la matrice A = M(T) associata:

o Im(T) = spazio generato dalle colonne di A (Prestare attenzioni se le basi di V' e W non sono
quelle canoniche)

o B(Im(T)) ={ colonne linearmente indipendenti di A } (Prestare attenzioni se le basi di V e W
non sono quelle canoniche).

o dim(Im(T)) =rg(A)

Il Nucleo N(7T) di una applicazione lineare T : V' — W ¢ il sottospazio di V formato dagli elementi
la cui immagine ¢ lo 0:

NT)={veV |Tw) =0} CV

Utilizzando la matrice A associata:

e N(T') = { soluzioni del sistema omogeneo associato a A } (Prestare attenzione se le basi di U e
di V' non sono quelle canoniche.
dim(N(T)) = n —rg(A), dove n = dim(V') = numero delle incognite del sistema lineare.

Il teorema di Nullita piti rango afferma che se T : V — W allora:

dim(N(T)) + dim(Im(T)) = n = dim(V)

Una applicazione & detta Iniettiva se dim(N(7T')) = 0, cioé se N(T') = {0}.

Una applicazione & detta Suriettiva se dim(Im(7")) = dim(W), cioe se Im(T) = W.

Una applicazione & detta Biiettiva se ¢ sia iniettiva che suriettiva. Un’applicazione ¢ invertibile
sse € biiettiva.

Bisogna prestare particolare attenzione quando I'applicazione non & definita sulle basi canoniche.

Matrici di transizione Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n e siano B = {v1,...,v,} e B =
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{vi,...,v),} due basi di V. Ogni vettore w di V si pud scrivere come combinazione lineare degli elementi
delle due basi:

AN, !’ !
w:xlvl+...+xnvn:xlvl+...+$nvn:>

w = (x1,...,2,)g componenti di w rispetto a B
w=(z4,...,2),)p componenti di w rispetto a B’
e Sia T : R" — R" lapplicazione tale che T(z1,...,2,) = (2},...,2},). La matrice associata a T

& detta matrice di transizione da B a B, indicata con ME . Tale matrice ha per colonne i vettori
di B epressi rispetto a B’:

B/
(l‘/la""wiz) = Mg - (xlvn'axn)T
e Sia T : R" — R" lapplicazione tale che T'(z},...,z]) = (x1,...,2,). La matrice associata a T'

¢ detta matrice di transizione da B’ a B, indicata con M g,. Tale matrice ha per colonne i vettori
di B’ epressi rispetto a B:
B T
(1,...,2n) = Mg, - (2,...,2))

OSSERVZIONI

e Le matrici Mg/ e Mg, sono una l'inversa dell’altra.
e SeT:V — V & un endomorfismo e B e B’ sono due basi di V, allora

Mpg(T)=P~* - Mg(T)-P  con P=Mg

2. Soluzioni
Esercizio 8.1. Sia T : R® — R® lapplicazione definita da T(x1,xo,23) = (22, x9,2x3). Stabilire se

T ¢ lineare.

SOLUZIONE:

Se T fosse lineare in particolare dovrebbe essere T(2v) = 2T(v) per ogni v € R>. Sia per esempio
v=(1,0,0):

T(v)=1T(1,0,0) = (1,0,0) = 2T(v) =(2,0,0)
T(20) = T(2,0,0) = (4,0,0)
Quindi T'(2v) # 2T (v) e T non ¢ lineare.
O

Esercizio 8.2. Verificare che la funzione determinante definita sull’insieme delle matrici Maxo avalori
i R non é lineare.

SOLUZIONE:

Sia T la funzione determinante: T'(A) = det(A). Se T fosse lineare in particolare dovrebbe essere T'(A) +
T(B) =T(A+ B) per ogni A, B € Msys. Siano

10 0 0 10
a=lyol =Rl = avs=|y ]

Allora
T(A)=T(B)=0 = T(A)+T(B)=0
T(A+B)=1

Quindi T(A) + T(B) # T(A+ B) e T non ¢ lineare.

Esercizio 8.3. Stabilire se esiste una applicazione lineare T : R®> — R? tale che

T(132) - (370)v T(277) - (4a 5)a T(175) = (134)
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SOLUZIONE:
Se T fosse un’applicazione lineare dovrebbe in particolare verificare
T(1,2)+T(1,5) =T((1,2)+ (1,5) =T(1+1,2+5) =T(2,7),
mentre
T(1,2)+T(1,5) = (3,0) + (1,4) = (4,4)
T(2,7) = (4,5)

Quindi 7" non & un’applicazione lineare.

]
Esercizio 8.4. Stabilire se esiste una applicazione lineare T : R*> — R? tale che
T(1,2) = (3,0), T(2,4) = (5,0), T(0,1) =(1,1)
SOLUZIONE:
Se T fosse un’applicazione lineare dovrebbe in particolare verificare
27 (1,2) =T(2-1,2-2) =T(2,4),
mentre
27(1,2) = 2(3,0) = (6,0)
T(2,4) = (5,0)
Quindi T non & un’applicazione lineare.
O

Esercizio 8.5. Determinare una applicazione lineare T : R®> — R? tale che
T(1,1) = (1,2), 7(0,2) = (4,4)

SOLUZIONE:
Possiamo procedere in due modi.
(1) Ricaviamo immagine degli elementi della base canonica di R? imponendo la linearita di T
27(0,1) =7(0,2) = (4,4) = T(0,1) = (2,2)
T(1,0)=7(1,1) —T(0,1) = (1,2) — (2,2) = (—1,0)
Di conseguenza, preso il generico elemento (z,y) = x(1,0) + y(0,1) € R?, per la linearita di T
deve essere
T(x,y) =2T(1,0) +yT(0,1) = 2(—1,0) + y(2,2) = (—z + 2y, 2y)

E’ immediato verificare che T' & lineare e che T'(1,1) = (1,2) e T(0,2) = (4,4) come richiesto.

(2) Alternativamente possiamo scrivire il generico elemento (z,7) € R? come combinazione lineare
degli elementi di cui conosciamo I'immagine (che formano una base di R*): (1,1) e (0,2). Si
tratta quindi di risolvere I’equazione

o=z a=x
(x,y) :a(171)+b(072) = = —x+y
a+2b=y b= 5
Di conseguenza
—r 4+
(2.y) = 2(1,1) + —5—2(0,2)
Essendo T lineare deve quindi essere
Tla,y) = T(1,1) + — L 7(0,2) = 2(1,2) + —2(4,4)

=(x,2x) + (=22 + 2y, —2x + 2y) = (—z + 2y, 2y)
E’ immediato verificare che T' ¢ lineare e che T'(1,1) = (1,2) e T(0,2) = (4,4) come richiesto.
]

Esercizio 8.6. Sia T : R* — R? lapplicazione definita da T(z,y) = (z + y, 22,2 — y).
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Verificare che T é lineare.

a)
) Determinare Nucleo e Immagine di T.
)
)

Determinare la matrice A associata a T (rispetto alle basi canoniche).
Determinare T(1,2) usando la definizione e usando la matrice A.

SOLUZIONE:
a) Dobbiamo verificare che
T(vi 4 vo) = T(v1) + T(va) Vu; € R?
T(w) =AT(v) YoeR?* VAcR
Siano quindi v; = (z1,y1) e v2 = (z2,¥2), allora
T(v1 +v2) =T(21 + 22,91 +y2) = (¥1 + T2 + Y1 + Yo, 201 + 222,71 + 2 — Y1 — Y2)
T(v1) +T(v2) = (z1 4+ y1,221, 71 — Y1) + (T2 + Y2, 272, T2 — Y2)
= (w1 + 22 +y1 +y2,201 + 272,21 + T2 — Y1 — Y2)
Quindi la prima proprieta & verificata. Analogamente
T(M) =T(A\x, \y) = (A\x + Ay, 2z, \x — \y)
AT(v) = Mz +y, 22,2 — y) = (Az + Ay, 2Az, Az — \y)
Anche la seconda proprieta e verificata, quindi T € lineare.
b) Per definizione
N(T)={veR?* | T(w) =0} ={(z,y) e R* | (x +y,2z,2 —y) = (0,0,0)} C R
Si tratta quindi di cercare le soluzioni del sistema omogeneo:

z+y=0
=0
- {:

27 =0 = N(T) ={(0,0)}

r—y=20 y=0
Analogamente
Im(T) = {T(v) | v € R*} CR?

={(z+y 22,2 —y) |2,y € R}

={(1,2,)z+(1,0,-1l)y | z,y € R}

— ((1,2,1), (1,0,-1))
A questo punto per trovare una base di Im(7") dobbiamo studiare la dipendenza lineare dei
generatori:

1 1 1 1 1 1
2 0| =1-2I10 -2|= 0 -2
1 -1 I1I7-110 -2 II7T-11{0 0

Quindi la matrice ha rango due e i due generatori di Im(7T") sono linearmente indipendenti:

¢) La matrice A ha per colonne le immagini dei vettori della base di R? espressi come combianzione
lineare degli elementi della base di R3. Nel caso in cui le basi siano quelle canoniche la cosa &

immediata:
T(el) = T(l,O) = (1’ 2, 1)7 T(GQ) = T(O, 1) = (L 0, _1)
Quindi
1 1
A=12 0
1 -1

Notiamo che al punto b) abbiamo in sostanza trovato:

— Nucleo di T': corrisponde alle soluzioni del sistema omogeneo associato a A.
— Immagine di T": corrisponde allo spazio generato dai vettori colonna di A.
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d) Con la definizione di T":
T(1,2) = (1+2,2-1,1—-2) = (3,2,-1)
Con la matrice A
T(1,2) = A-(1,2)T = (3,2, 1)
(]

Esercizio 8.7. Sia T : R®> — R? Uapplicazione lineare definita sulla base canonica di R nel sequente
modo: T(e1) = (1,2,1), T(e2) = (1,0,-1).
a) Esplicitare T(x,vy).
b) Determinare la matrice A associata a T (rispetto alle basi canoniche).
c) Stabilire se (3,4,1) appartiene a Im(T).

SOLUZIONE:
a) Il generico vettore v = (z,y) € R? si pud esprimere come v = x-e; +y-ey. Quindi per la linearita
di T
Tw)=z-T(e1)+y-T(e2) =2-(1,2,1) +y-(1,0,-1) = (z +y, 2z, x —vy)
b) La matrice associata a A & la matrice che ha per colonne le immagini della base canonica di R?
(espresse rispetto alla base canonica di R*). Avendo gia T'(e1) e T'(ez) & immediato ricavare:
1 1
A=1(2 0
1 -1
¢) TI vettore w = (3,4, 1) appartiene a Im(T) se esiste (z,y) € R? tale che T(z,y) = w, ovvero se
(x+y,2x,2—y) = (3,4,1). Sitratta quindi di stabilire se il seguente sistema ammette soluzione:

r+y=3
=2
20 =4 =

y=1
r—y=1

= (3,4,1) =T(2,1) € Im(T)

Utilizzando la matrice associata al sistema, w appartiene a Im(T') se il sistema A|lw ammette
soluzione cioe se rg(A) = rg(A|w).

In generale w appartiene a Im(7") se il sistema A|w ammette soluzione cioe se rg(A) = rg(Ajw).

Esercizio 8.8. Sia T : R? — R? lapplicazione lineare tale che T(v) = Av con

1 1
A=12 0
1 -1

a) Determinare una base di Nucleo e Immagine di T.
b) Stabilire se (—3,2,1) appartiene a Im(T).

SOLUZIONE:
a)
Im(T) = {A-v | U€R2}

Sia quindi v = (z,y) il generico vettore di R?, 'immmagine di T' & formata dai vettori

. T+y
Yy T—y
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In sostanza Im(7T") ¢ lo spazio generato dalle colonne di A:
Im(T) = <(1a 27 1)7 (L 07 _1>>
Riduciamo percio A a gradini:

1 1 1 1 1 1
2 0| =1I-2I|10 -2| = 0 -2
1 -1 II7-110 -2 IIT-11{0 O

La matrice A ha rango 2 e le due colonne sono linearmente indipendenti:
B(Im(T)) = {(1,2,1), (1,0,~1)}
Analogamente il nucleo di T &
N(T)={veR*| A v=0}

Sia quindi v = (x,y) il generico vettore di R?2, il nucleo di T ¢ formato dalle soluzioni di

o[

In sostanza il nucleo di T & formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A. Usando
la matrice ridotta & immediato vedere che I'unica soluzione & il vettore nullo (0, 0), quindi N(7') =
{(0,0)}.

b) Il vettore w = (—3,2,1) appartiene a Im(7T") se appartiene allo spazio generato dalle colonne di
A, ovvero se ammette soluzione il sistema Az = w:

1 1 | -3 1 1 | -3 1 1 | -3
2 0 | 2|=I-2[|0 =2 | 10| = 0 -2 | 10
1 -1 | 1 Hr—1lo -2 | 4 III—I11{0 0 | —6

Il sistema non ammette soluzione, quindi w = (—3,2,1) non appartiene a Im(7).

Notiamo che

e Nucleo di T": corrisponde all’insieme delle soluzioni del sistema omogeneo associato a A.
e Immagine di T": corrisponde allo spazio generato dai vettori colonna di A.
e w appartiene all'immagine di T se il sistema A|w ha soluzione, cioe se rg(A) = rg(4|w).

Esercizio 8.9. Sia T : R® — R?® Uapplicazione lineare definita da

-3 1 0
A=12 -1 0
0 2 1
Determinare l'immagine attraverso T del piano w: x+ 2y =0.
SOLUZIONE:
Il piano 7 ha equazione parametrica
=2t
y=t = W:{(x,y,z):(—%,t,s)\s,tGR}
z=35

Notiamo che poiche il piano passa per 'origine, i suoi punti costituiscono uno spazio vettoriale.
L’immagine del generico punto (z,y,z) = (—2t,t,s) di 7 & quindi data da

-3 1 0 —2t Tt

T(z,y,2)=A-(x,y,2)=|2 —1 0|-| t | =] =5t | =(7t, =52t +s).
0 2 1 s 2t + s
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Infine 'immagine di 7 € il piano di equazioni parametrica e cartesiana:

r="Tt
y=—5t
z=2t+s

Vs, t € R, =

T(r) :

Esercizio 8.10. Sia T : R* — R* lapplicazione lineare tale che

T
T2
T3
T4

T

x1 + T2 + 223 + 14
Ty + 2x9 +4x3 + x4
2:171 + 2:172 + 4503 + 3564
—T1 — 2.’E2 + (k — 4)1’3 + 21’4

5c+ Ty =0

193

dove k € R un parametro reale.

a) Discutere Uiniettivita e suriettivita di T al variare di k € R.
b) Determinare una base degli spazi vettoriali Im(T) e N(T') al variare di k € R.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice associata a T rispetto alla base canonica calcolando:

T(e1) =(1,1,2,-1)

T(es) = (1,2,2,-2)

T(es) = (2,4,4,k —4)

T(eq) = (1,1,3,2)

Quindi la matrice associata é:
1 1 2 1 11 2 1 11 2 1
1 2 4 1 - Ir-71 10 1 2 0 N 01 2 0
2 2 4 3 II7-21{0 0 0 1 IV 10 0 k 3
-1 -2 k-4 2 IV+II {0 0 k 3 II710 0 0 1
a) Sappiamo che dim(Im(7")) = rg(4) e dim(N(7T)) = 4 — dim(Im(7")), quindi

— Se k # 0, allora dim(Im(T")) = rg(A4)
iniettiva.
— Se k =0, allora dim(Im(T")) = rg(4) = 3 e dim(N(7)) =4 —3 =1, e T non & né suriettiva
né iniettiva.
b) Anche in questo caso dobbiamo distinguere due casi
— Se k # 0, allora

B(Im(T)) = {T'(e1), T(e2), T(es), T(es)}
N(T) = {(0,0,0,0)}
— Se k=0, allora

=4 edim(N(T)) =4—-4=0, e T ¢ sia suriettiva che

B(Im(T)) = {T(e1), T(e2), T(ea)}

Inoltre il nucleo & dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

Tr1 = 0
1+ a9+ 223 +24 =0 o — _9
To 4+ 2x3 =0 = 2 Vi e R
—0 xr3 = t
= T4 = 0
Quindi
B(N(T)) = {(0,-2,1,0)}

Esercizio 8.11. Sia T : R* — R® la funzione lineare definita da
T(Il,IQ,I3,$4) = (Il — T2, T1 + T2, T2, T2 + 3I37 —T1 — 1;2)
rispetto alle basi canoniche.

a) Trovare una base del nucleo N(T) e una base dell’immagine Im(T).
b) Dire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.
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c) Per quali valori di k € R il vettore v, = (k,2,1 — k,4,—2) appartiene all’immagine di T'?

SOLUZIONE:
Ricordiamo che Im(T") & generata da
T(e1) = (1,1,0,0,-1), T(es) = (—1,1,1,1,—1)
T(e3) = (0,0,0,3,0), T(eq4) = (0,0,0,0,0)
Quindi la dimensione di Im(7T) equivale al rango della matrice associata a tali vettori.
Inoltre vy, appartiene all'immagine di T se vy, € (T'(e1),T(e2),T(e3), T (eq)).

Per rispondere a tutte le tre domande riduciamo a gradini la matrice associata al sistema lineare
necessario per rispondere al punto c).

1 100 | & 1 =100 | &
1 1 00 ] 2 II-1 10 2 00 | 2—k
0 1 00 | 1—-k|= 01 00 | 1—k|l=
0 1 30| 4 IV—III{0 0 3 0 | 3+k
-1 -1 00 | -2 V4+II [0 0 0 0 | 0

1 =100 | &k

0 2 00 | 2—k

2fIT—II|0 0 0 0 | —k
0 0 30 | 3+k
0 0 001] O

a) Dalla matrice dei coefficienti ridotta ricaviamo che questa ha rango 3 e che le prime tre colonne
sono linearmente indipendenti

dim(Im(7T)) =rg(4) =3
B(Im(T)) = {T(e1), T(e2), T(es)}
={(1,1,0,0,-2), (—-1,1,1,1,0), (0,0,0,3,0)}
Inoltre dal teorema di nullita pit rango sappiamo che

dim(N(T)) + dim(Im(T")) = dim(spazio di partenza)

Quindi
dim(N(T)) =4 — dim(Im(7T)) =4 -3 =1

Per ricavare esplicitamente la base B(N(7')) notiamo che

v =x1€1 + XToes + x3eg + x4eq € N(T)

sse
T(v) = 21T (e1) + z2T(e2) + x3T (e3) + x4T(e4) =0

Quindi gli elementi del nucleo sono le soluzioni del sistema omogeneo associato a T'(e1), T(ez),
T(e3) e T(ey).
In sostanza basta risolvere il sistema omogeneo associato alla matrice ridotta precedentemente

a gradini:
1 =100 | 0 R
0 2 00| 0 z1 — 19 =0 0
0 0 00 | 0 =<2z=0 =7 VteR
00 3010 S5 = 0 73 =0
0 0 00 | 0 xy =t
Quindi

B(N(T)) ={(0,0,0,1) }
Anche senza utilizzare il teorema di nullita piu rango potevamo ricavare esplicitamente da qui la
dimensione del nucleo.

b) Abbiamo visto al punto precedente che
dim(Im(7)) = 3 < 5 = dim(R°) = T non & suriettiva
dim(N(T)) =1#0 = T non ¢ iniettiva
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c) Il vettore v, € Im(T) se il sistema impostato all’inizio &€ compatibile. Dalla terza riga della
matrice ridotta a gradini vediamo che deve essere £ = 0. In tale caso il rango della matrice
completa e incompleta ¢ 3, quindi il sistema ¢ compatibile. Calcoliamo le soluzioni (anche se non
era effettivamente richiesto) risolvendo il sistema:

Ilzl
Il*l'g:o 1

To —
22y = 2 =<7 VteR

1'3:1
33?3:3

$4=t

Quindi
vo =T(1,1,1,¢) vVte R

Esercizio 8.12. Sia T: R®> — R* la funzione lineare definita da:
T(xl,l‘g,l‘g) = (Qk:xl — T2, T2 + k‘l‘3, T + o — T3, T1 — .1‘2)

a) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T al variare del parametro reale k.
b) Stabilire per quali valori di k il vettore v = (3,3,1,0) appartiene all’immagine di T .

SOLUZIONE:

La matrice associata a T rispetto alla base canonica &

2k -1 0
0 1 k
A= 1 1 -1
1 -1 0

Per rispondere alla domanda a) dobbiamo in sostanza calcolare il rango di A, mentre per rispondere
alla domanda b) dobbiamo stabilire quando il sistema A|v ammette soluzione. Riduciamo quindi a gradini
la matrice A|v:

2% -1 0 | 3] IV[1 -1 0 | 0 1 -1 0 | 0
0o 1 k | 3| Ir{ir 1 -1 1 -1 1lo 2 -1 |1
1 1 -1 | 1|7mlo 1 &k |37 0o 1 k| 3
1 -1 0 | 0 I {26 -1 0 | 3| Iv-26rl0o —1+26 0 | 3

1 -1 0 | o0

_ 0o 2 -1 | 1

oIIT — I1 0 0 2k+1 | 5

oAV — 2k —D)IIT|0 0 2%—1 | —2k+7

Conviene forse interrompere la riduzione a questo punto.
a) 2k+1 e 2k —1 non possono essre contemporaneamente nulli, quindi la matrice A ha sempre rango
3:
dim (Im(T)) =rg(A) =3 dim(N(T))=3-3=0 vk e R

b) Il sistema A|v ammette soluzione quando rg(A) = rg(A|v). Abbiamo appena visto che rg(A) = 3,
quindi il sistema ammette soluzione se anche rg(Alv) = 3, cioe se det(A|v) = 0. Calcoliamo quindi
il determinante della matrice ridotta:

1 -1 0 | 0
0 2 -1 | 1 B
det 0 0 2+1 | 5 =1-2-[(2k+1)(-2k+7)— (2k—1) - 5]
0 0 2k—-1 | —2k+7
=2 (—4k* + 2k + 12)
Risolvendo ’equazione di secondo grado vediamo che il determinante si annulla per k = —3,4.
Infine v appartiene all’immagine di 1" quando k = —3,4.

In alternativa si poteva completare la riduzione a gradini di Alv.
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Esercizio 8.13. Sia T la funzione lineare da R® a R® con matrice associata

2 1 0
A=10 -1 1
2 -1 2

rispetto alle basi canoniche.

a) Determinare basi dell’immagine Im(T) e del nucleo N(T).
b) Stabilire per quale valore di k il vettore vy, = (k,k, k) appartiene all’immagine di T.

SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A affiancata dalla dal vettore vy.:

2 1 0 | k 2 1 0| k
0 -1 1 | k| = 0 -1 1 | k
nr—1lo -2 2 | ol I1r—20ro o o0 | —2k

a) Considerando solo la matrice dei coeficienti otteniamo
B(Im(T)) = {(2,0,2), (0,1,2)}

Risolvendo il sistema omogeneo associato a A otteniamo

r=t
y=-2t = B(N(T)) = (1a 7272)
z=—2t

b) Il sistema associato a A|vg diventa

2r+y ==k
—-y+z=k =
0= -2k

e ammette soluzione solamente se k = 0. Quindi vy appartiene a Im(T) se k = 0.

Esercizio 8.14. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da:
T(.Z‘l, x9,T3, 1‘4) = (1‘2 + 3x3, —2x3 + 14,0, 21 — 2 + 1‘4)
rispetto alle basi canoniche.

a) Dire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva
b) Trovare una base del nucleo N(T') e una base dell’immagine Im(T).

SOLUZIONE:

La matrice associata a T' ¢

0 1 3 0 vV i1 -1 0 1
A— 0 0 -2 1 N I |10 1 3 0
0 O 0 O 1 {0 0 -2 1
1 -1 0 1 11710 O 0 O

Di conseguenza
dim(Im(7T")) =rg(4) =3 <4 = T non ¢ suriettiva
B(Im(T)) = {(0,0,0,1), (1,0,0,-1), (3,—2,0,0)}
Inoltre
dim(N(T)) =4 — dim(Im(7T)) =4 -3 =1 = T non ¢ iniettiva

Per trovare il nucleo risolviamo il sistema omogeneo associato ad A:

— 5t

1 -1 0 1 ]0 1 — 22+ x4 =0 o

0 13 00 325 =0 N
00 -2 110 T2+ 93 = vy —

00 0 00 —2z3+ 14 =0
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Quindi
dim(N(T)) =1 = T non & iniettiva
B(N(T)) = {(_5’ —-3,1, 2)}

Esercizio 8.15. Sia T l'endomorfismo di R® cos definito:
T($1,$27.’173) = (21)1 + x3, —2x1 + T3 + 3, T2 + 25(53).

a) Scrivere la matrice associata a T rispetto alle basi canoniche e determinare il nucleo e l'immagine

i T.
b) Stabilire se T ¢ iniettiva. Trovare, al variare del parametro reale k, tutti i vettori v tali che
T(v) = (3,3,k).
SOLUZIONE:

La matrice associata a T rispetto alle basi canoniche &

2 01
A=1-2 1 1
0 1 2

Per risponedere alla domanda b) dobbiamo risolvere il sistema A - (z,y,2)T = (3,3, k)T; riduciamo quindi
direttamente a gardini la matrice A affiancata dalla colonna (3,3, k)”:

2 01| 3 2 01| 3 2 01| 3
—2 1 1 | 3|=1II+1Il0 1 2 | 6|= 012 6
0 12 | k 012 | k| IIIT—-II{0 0 0 | k—6

a) Considerando la matrice A otteniamo che una base dell'immagine di 7' ¢ data da
Risolvendo il sistema Az = 0 otteniamo

{2z+20 N :;:—2%; = B(N(T)) {<_;’_2’1>}

y+2z=0
z=t

b) T non ¢ iniettiva in quanto il nucleo di T ha dimensione 1.
Risolviamo il sistema Az = (3,3, k)T. Il sistema ha soluzione solo se k = 6 quando otteniamo

3 1
r=5— 3t
20 +2=3 22
=>qy=6-—2t
y+22=6
z=1

Infine (3,3,k) appartiene all’imangine di T solo se k = 6. In tale caso i vettori v tali che

1
T(v) = (3,3, k) sono i vettori del tipo v = (2, 6,0> + (—2, -2, 1> t, Vt € R.
1
Notiamo che i vettori del tipo (—2, -2, 1) t sono gli elementi del nucleo. Infatti se vy =

3
5,6,0 e w € N(T), poiché T(vg) = (3,3,6), allora T(vo + w) = T(vg) + T(w) = (3,3,6) +

(0,0,0) = (3,3,6).
0

Esercizio 8.16. Si consideri il sequente endomorfismo di R
T(z,y,z,w) = (—x+ 2z, 2y, v — 2z, w)
a) Si determino le dimensioni di immagine e nucleo di T e si stabilisca se T ¢é invertibile.

b) Si determini linversa T1.

SOLUZIONE:
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Consideriamo la matrice M (T) associata a T rispetto alla base canonica:

10 1 0
0 2 0 0
MI)y=\|1 ¢ 9 9
0 0 0 1

Notiamo che det(A) =2 # 0, quindi T' ¢ invertibile.
Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo M (T) a gradini, affiancondola alla matrice identica:

10 1 0] 1000 I 10 -1 0] =100 0
0 2 0 0] 0100 02 0 0] 0 100
1 0 -2 00010 7IIr+1{o o -1 01] 1 01 0o~
00 0 1] 0001 00 0 1] 0 001
I-IIIJ1 0 0 0 | =2 0 -1 0
1/2IT |0 1. 0 0 | 0 1 0 o
—IIT 0001 0] -1 0 -1 0

0001 ] 0 0 0 1

a) La matrice M(T) ha rango 4, quindi Im(7) ha dimensione 4 e T & suriettiva. Analogamente
il nucleo di 7" ha dimensione 4 — rg(A4) = 0, quindi T e iniettiva. Poiché T & sia iniettiva che
suriettiva, T' & biiettiva e quindi invertibile.

b) La matrice M (T~!) associata all’endomorfismo T~! & I'inversa della matrice M (T). Dai calcoli

precedenti
-2 0 -1 0

M(T7) = _01 % _01 8 e T Yz,y,zuw) = (—2x -z, %y, -z — 2, w)
0 0 0 1

Esercizio 8.17.

a) Verificare che le relazioni
T(1,1,1)=(-1,2), 7T(0,1,1) =(0,4), T(1,1,0)=(2,1)
definiscono un’unica applicazione lineare T da R® a R?.
b) Scrivere la matrice rappresentativa di T rispetto alla basi canoniche.
c) Trovare basi di Im(T) e di N(T).
SOLUZIONE:
a) E’ sufficiente verificare che l'insieme

{Ul = (1, 1, 1), Vo = (071, 1), V3 = (1,1,0)}

su cui ¢ definita la relazione costituisce una base di R:

101
det [1 1 1| =-140
110

La matrice ha determinante diverso da zero, quindi ha rango 3 e I'insieme costituisce una base di
R3

b) Dobbiamo determinare le immagini degli elementi e; della base canonica di R?. Dal momento che
conosciamo T'(v;), ¢ = 1,2, 3, dobbiamo esprimere ogni e; come combinazione lineare dei vettori
v;. Senza la necessita di risolvere sistemi, ¢ immediato verificare che

€1 = V1 — Vg, €3 = V1 — Vs, €2 = V3 — €3 =V — VU1 + U3
Per la linearita di T ricaviamo ora le immagini degli elementi della base canonica:
T(e1) =T(v1) —T(v2) =T(1,1,1) = T(0,1,1) = (—1,2) — (0,4) = (—1,-2)
T(es) =T(v1) —T(v3) =T(1,1,1) = T(1,1,0) = (—1,2) — (2,1) = (—3,1)
T(e3) =T (ve) — T(v1) +T(v3) =T(0,1,1) — T(1,1,1) + T(1,1,0)
=(0,4) — (-1,2) +(2,1) = (3,3)
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Quindi la matrice associata a T rispetto alla base canonica é:

-1 3 -3
A‘{2 3 1]

c¢) Riduciamo a gradini la matrice A

-1 3 -3
Ir-2r1o0 -3 7

Una base dell’immagine e quindi:
B(Im(T)) = {T(e1) = (=1,-2), T(e2) = (3,3)}
Risolviamo ora il sistema omogeneo associato a A:

T =4t

= =%t = B(N(T 4,-,1

{—3y+7z:0 Y R (N(T) 3
z =

Esercizio 8.18. Sia T : R®* — R? lapplicazione lineare definita da
T(z,y,2) = (2z,y,0)

(1) Dato il vettore w = (2,—1,1), calcolare T'(w).

(2) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

(3) Calcolare T'(w) utilizzando la matrice A.

(4) Determinare la dimensione e una base degli spazi vettoriali Im(T) e N(T').
(5)
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Verificare che linsieme B = {v1, va, v3} con vy = (1,0,1), vo = (0,1,-1), v3 = (1,1,—1) & una

base di R>.

(6) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B dello spazio di partenza e alla base

canonica € dello spazio di arrivo, cioé¢ M§(T).
(7) Determinare le componenti del vettore w = (2, —1,1) rispetto alla base B.
(8) Calcolare T(w) wutilizzando la matrice B.

SOLUZIONE:

(1) Per calcolare T'(w) basta applicare la definizione:

T(2,-1,1) = (2-2,—1,0) = (4,—1,0)

(2) Per calcolare A dobbiamo calcolare I'immagine dei vettori della base canonica:

T(e1) = T(1,0,0) = (2,0,0)
T(es) = T(0,1,0) = (0,1,0)
T(es) = T(0,0,1) = (0,0,0)

La matrice A ha come colonne T'(e1), T(e2), T'(es3):

0 0 O 1 0

Notiamo che abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto (1).
(4) L’immagine di T' & generata dai vettori colonna di A:

Im(T) =(T(e1), T(e2)a T'(es) > = < (27070)’ (0)170) >

Dalla matrice A, gia ridotta a gradini, notiamo che solamente T'(e1) e T'(e2) sono linearmente

indipendenti, di conseguenza I'immagine ¢ uno spazio vettoriale generato da due vettori:

dim (Im(7)) = 2
B (Im(T)) = {(2,0,0), (0,1,0)}
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11 nucleo di T & formato da quei vettori dello spazio di partenza R la cui immagine attraverso
T & il vettore nullo:

N(T) = {(m,y7z) € R | T(v) = (07070)}

Il N(T') & quindi formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

20 =0 z=0
0= z=

Di conseguenza

B(N(T)) = {(0,0,1)}

Per verificare che l'insieme B = {vy, vg, v3} con v; = (1,0,1), vo = (0,1,—1), v3 = (1,1,—-1) &
una base di R? calcoliamo il rango della matrice che ha per colonne i tre vettori:

1 0 1 1 0 1 1 0 1

0 1 1| = 0 1 1| = 01 1

1 -1 -1 Ir—-r|0 -1 -2 IIT+11|0 0 -1

La matrice ha 3 pivot, quindi ha rango 3, e I'insieme B = {vy, va, v3} & una base di R®.

Per determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B dello spazio di partenza e rispetto
alla base £ dello spazio di arrivo, come al punto (2), calcoliamo 'immagine di vy, vy e v3 attraverso
T:

T(’Ul) = T(l,O, 1) =(2,0,0)
T(ve) =T(0,1,—-1) = (0,1,0)
T(UB) = T(la 1, 71) = (27 1,0)

Notiamo che tali immagini (appartenenti allo spazio di arrivo) sono espresse come richiesto rispetto
alla base canonica. La matrice B ha quindi come colonne T'(vy), T(v2), T(vs):

2 0 2
B=ME(T)=1(0 1 1
000

Per determinare le componenti (z,y,z) di w rispetto alla base B dobbiamo esprimere w come
combinazione lineare degli elementi di 5. Dobbiamo quindi risolvere I’eaquazione

TV + YU + 2V3 = W

Consideriamo la matrice associata:

1 0o 1 | 2 1 0o 1 | 2
o 1 1 | -1|= o 1 1 | -1|=
1 -1 -1 | 1 Ir—-10 -1 -2 | -1
10 1 | 2 r=0
01 1 | —1|=qy=-2 = w=0v; —3vz+2v3
IIT+II0 0 -1 | -2 L —9

e w ha componenti (0, —3,2)p rispetto alla base B = {v1, ve, v3}.

Come metodo alternativo possiamo calcolare la matrice P = Mg di transizione da B a C,
ovvero la matrice che ha per colonne i vettori di B espressi rispetto a C:

1 0 1
P=10 1 1
1 -1 -1

Per esprimere w rispetto a B dobbiamo prima calcolare P! = MCB, la matrice di transizione
da C a B:
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Di conseguenza

0o 1 1 2 0
wg=P . wl=|-1 2 1 -1 = |-3
1 1 —1] |1 2

e w ha componenti (0, —3,2)B rispetto alla base B = {v1, ve, vz}:
w = O0vy — vy + 2v3

(8) Avendo espresso w in termini della base B = {vy, va, v3} possiamo ora calcolare T'(w) utilizzando
la matrice B:

2 0 2] [0 4
Tw)=B-w= |0 1 1|-|=3|=|-1
00 0 [2 0

Notiamo che abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto (1) e del punto (3).

Esercizio 8.19. Sia T : R® — R? lapplicazione lineare tale che

T(x,y,2) = (2x,y+ z)

(1) Verificare che T é un’applicazione lineare.

(2) Dato il vettore w = (1,1,1), calcolare T (w).

(3) Determinare la matrice A = M(T) associata a T rispetto alla base canonica.

(4) Calcolare T(w) wutilizzando la matrice A.

(5) Determinare la dimensione e una base degli spazi vettoriali Im(T) C R (T) CR

(6) Verificare che linsieme B = {vy, va, v3} con v1 = (2,1,0), vy = (0,1, ) = (1,0, ) ¢ una base
di R®.

(7) Determinare la matrice B = M§ associata a T rispetto alla base B di R? e alla base canonica di
R”.

(8) Determinare la matrice P di cambiamento di base dalla base canonica C alla base B.
(9) Determinare le componenti del vettore w = (1,1, 1) rispetto alla base B utilizzando la matrice P
(o meglio P~1).
(10) Calcolare T'(w) utilizzando la matrice B.
SOLUZIONE:

(1) Si tratta di verificare che:
o T(x1,y1,21) + T(w2,y2,22) =T(21 + 22,51 +y2,21 + 22), Vi, 95,2 € R. Infatti:

T(x1,y1,21) + T(w2,y2, 22) = (221,41 + 21) + (22, y2 + 22)
= (271 + 22, y1 + Y2 + 21 + 22)
T(x1 422,51 + Y2, 21 + 22) = (2(21 + 22), 41 + Y2 + 21 + 22)
= (221 + 222, y1 + Y2 + 21 + 22)
e T(\(z,y,2)) =AT(x,y,2), Vz,y,z€ R, VA € R Infatti:
T(\x,y,2)) =T(Ax, \y, \z) = (2 z, \y + A2)
AT (z,y,2) = A2z, y+ 2) = (2Az, Ay + \z)
(2) Per calcolare T(w) basta applicare la definizione:
T(1,1,1) = (2-1,1+ 1) = (2,2)
(3) Per calcolare A dobbiamo calcolare I'immagine dei vettori della base canonica:
T(e;) =T(1,0,0) = (2,0), T(e2) =T(0,1,0) = (0,1), T(e3) =T(0,0,1) = (0,1)

La matrice A ha come colonne T'(eq), T'(e2), T'(es3):

2 0 0
A‘[011]
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(4) Utilizzando la matrice A si ottiene
2 00 ! 2
T(w)=A -w= {0 1 J - [2}
1
Ovviamente abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto 2.
(5) L’immagine di T & generata dai vettori colonna di A:
Im(T') = ( T(e1), T(e2), T(es) ) = ((2,0), (0,1), (0,1))
Dalla matrice A si vede che
dim (Im(7T)) = rg(4) = 2, B(Im(T)) ={(2,0), (0,1)}

Il nucleo di T & formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

95 — 0 z=0
{x_ = Qy=—t vVt € R

+z=0
Y z=1

Di conseguenza
N(T)={(0,-1,1)-t |t € R} =((0,-1,1) )
dim (N(T")) =1
B(N(T)) ={(0,-1,1)}

(6) Per verificare che U'insieme B = {v1, va, v3} con v1 = (2,1,0), v2 = (0,1,0), v3 = (1,0,1) & una
base di R? calcoliamo il rango della matrice che ha per colonne i tre vettori:

2 01 2 0 1
1 1 0f = 2[I-1T|0 2 -1
0 0 1 0 0 1

La matrice ha 3 pivot, quindi ha rango 3, e 'insieme B = {v1, v2, v3} € una base di R3.
(7) Per determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B di R® e alla base canonica di R?,
come al punto (3), calcoliamo I'immagine di vy, ve e v attraverso T

T(v1) =T(2,1,0) = (4,1), T(ve) =T(0,1,0) = (0,1), T(v3) =T(1,0,1) = (2,1)

Notiamo che tali immagini (appartenenti allo spazio di arrivo) sono espresse come richiesto rispetto
alla base canonica C. La matrice B ha come colonne T'(v1), T(v2), T(v3):

402]

B_Mg(T)_L 11

(8) La matrice P = M, g di transizione da B a C ¢ la matrice che ha per colonne i vettori di 15 espressi
rispetto a C:

2 01
P=11 1 0
0 0 1
Di conseguenza la matrice MZ di transizione da C a B & I'inversa di P
1 1
1 9 _1
2 2
ME=P't=|-%1 1
0 0 1
(9) Per esprimere w rispetto a B basta calcolare P~1 - w
1 1
5 0 —3|[1 0
wg=P w'=|-3 1 1| [1]=1
0 0 1 1 1

e w ha componenti (0, 1,1)g rispetto alla base B = {v1, va, vs}:

w = O'Ul +1’U2 +1’U3
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In alternativa possiamo esprimere w come combinazione lineare di vy, va, v3 risolvendo
I’equazione vettoriale xvy + yvs + zvs = w la cui matrice associata é:

2 01 | 1 2 0 1 | 1 2r+z=1 z=0
110 | 1= 410 2 -1 | 1| =2<(2y—2=1 ={y=1 =
001 ] 1 2I =1 00 1 | 1 s=1 s=1

w=0v +1vo+1vs = w=(0, 1, 1)

(10) Avendo espresso w in termini della base B = {v;, va, vs} possiamo ora calcolare T'(w) utilizzando

la matrice B:
0
4 0 2 2
T(w)_B'w_{l 1 1}' 1 _M

Notiamo che abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto (2) e del punto (4), in quanto T'(w) €
Im(T) C R?, e anche lavorando con la matrice B abbiamo mantenuto come base di R? la base
canonica.

O

Esercizio 8.20. Sia T : R®> — R? lapplicazione lineare tale che

T(z,y,2) = 2z +y, z+y, y+kz)
dove k € R é un parametro reale.

(1) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

(2) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R? al variare del parametro
k.

(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T) C R* al variare del parametro
k.

(4) Stabilre se il vettore v = (3,—1,—5) appartiene a Im(T) al variare del parametro k. In caso
positivo esprimere v come combinazione lineare degli elementi della base di Im(T') trovata.

SOLUZIONE:
(1) Si tratta di calcolare le immagini dei vettori della base canonica:
7T(1,0,0) =(2,1,0)
7(0,1,0) =(1,1,1)
7(0,0,1) = (0,0, k)

Di conseguenza

2 10
A=11 1 0
0 1 k
(2) Per determinare la dimensione e una base dell'immagine di 7' riduciamo la matrice A a gradini.
2 10 2 10
=2[I-1|0 1 0= 0 1 0

0 1 k II1-1110 0 k

Si tratta ora di distinguere due casi
e Se k # 0 la matrice ha rango 3, di conseguenza i tre vettori sono linearmente indipendenti

dim (Im(7T)) = 3,

B(Im(T)) =4(2, 1, 0), (1, 1, 1), (0, 0, k)}
Notiamo che in questo caso Im(7) = R, infatti Im(7") & un sottospazio di R* di dimensione
3 che quindi coincide necessariamente con lo spazio stesso.

e Se k = 0 la matrice ha rango 2. In particolare risultano linearmente indipendenti la prima e
seconda colonna della matrice ridotta, quindi

dim (In(T)) =2, B(Im(T)) = {(2. 1, 0), (1, 1, 1)}
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(3) Per il teorema di nullita pit rango:
dim (N(T")) = 3 — dim (Im(7"))

Anche in questo caso bisogna distinguere due casi:
e Se k # 0 abbiamo visto che dim (Im(T)) = 3, quindi

dim (N(T)) =3-3=0
OVVero
N(T) = {(0,0,0)}
e Se k = 0 abbiamo visto che dim (Im(7T)) = 2, quindi
dim(N(T)) =3-2=1

In questo caso per determinare N(7') dobbiamo risolvere il sistema omogeneo a cui ¢ associata
la matrice A. Prendendo la matrice ridotta e sostituendo k& = 0 otteniamo

2 1.0 | 0 =0

2 =0
010 0 :»{“Wry ={y=0 Vte R
0001 O y= —

|
Di conseguenza
N(T) = {(z,y,2) = (0,0,1)t | t € R}
dim(N(T)) = 1
B(N(T)) = {(0,0,1)}
(4) Tl vettore w appartiene a Im(7T) se w & combinazione lineare di T(e1), T(e2), T(e3). Si tratta

percio di risolvere il sistema lineare a cui ¢ associata la matrice A, con il vettore w come colonna
dei termini noti. In questo caso dobbiamo ripetere la riduzione a gradini:

~—
Il

2 10 | 3 2 10 | 3 2 10 | 3
110 | ~1=,. 010 5= 010 | =5
01 k | =5 01 k | =5 II1—11|0 0 k | 0

Anche in questo caso dobbiamo distinguere due casi.
e Se k # 0 abbiamo gia osservato che Im(T') = R?, quindi w appartiene necessariamente a
Im(T). Inoltre risolvendo il sistema otteniamo:

2x4+y=3 =4
Yy=-—>5 =>qy=-5
kz=0 z=0

ovvero w € Im(T):
w=4(2,1,0) — 5(1,1,1)
e Se k = 0 abbiamo scelto come base di Im(T") i vettori T'(e1) e T'(e2) corrispondenti alle prime
due colonne di A. Quindi & sufficiente risolvere il sistema lineare zT(e1) + yT(e2) = w

ovvero il sistema a cui ¢ associata la matrice formata dalle prime due colonne di A dopo
avere sostituito k = 0:

2 1 | 3
2 +y = =4
01 ] -5 ;»{Hy ’ :»{x
001 0 y=-5 y=-5
ovvero w € Im(T'):
w=4(2,1,0) — 5(1,1,1)

Esercizio 8.21. Sia T : R®> — R?® lapplicazione lineare tale che
T(z,y,z) = (x+y, kv +y+z kr+y+kz)
dove k € R ¢é un parametro reale.

(1) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

(2) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R® al variare del parametro
k.
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(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T) C R? al variare del parametro
k.

(4) Stabilre se il vettore v = (0,1, —1) appartiene a Im(T) al variare del parametro k. In caso positivo
esprimere v come combinazione lineare degli elementi della base di Im(T) trovata.
SOLUZIONE:
(1) Si tratta di calcolare le immagini dei vettori della base canonica:
7(1,0,0) = (1,k, k)
7(0,1,0) =(1,1,1)
7(0,0,1) = (0,1, k)

Di conseguenza

A:

™ e

1
1
1

I = O

(2) Per determinare la dimensione e una base dell'immagine di T riduciamo la matrice a gradini:

1 1 0
II—-kI |0 1—k 1
1111110 0 k-1

Si tratta ora di distinguere due casi
e Se k # 1 la matrice ha rango 3, di conseguenza i tre vettori sono linearmente indipendenti

dim (Im(T)) = 3,
B(Im(T)) ={(@1, k, k), (1, 1, 1), (0, 1, k)}

Notiamo che in questo caso Im(7) = R, infatti Im(T") & un sottospazio di R* di dimensione
3 che quindi coincide necessariamente con lo spazio stesso.

e Se k =1 la matrice ha rango 2. In particolare risultano linearmente indipendenti la prima e
terza colonna della matrice. Quindi

dim (In(T)) =2, B(Im(T)) = {(L, 1, 1), (0, 1, 1)}

Notiamo che per k=1 (1,k,k) = (1,1,1).
(3) Per il teorema di nullita pit rango:

dim (N(T)) = 3 — dim (Im(T))

Anche in questo caso bisogna distinguere due casi:
e Se k # 1 abbiamo visto che dim (Im(T")) = 3, quindi

dim (N(T)) =3 -3 =0
ovvero
N(T) = {(0,0,0)}
e Se k =1 abbiamo visto che dim (Im(7T)) = 2, quindi
dim (N(T)) =3—-2=1

In questo caso per determinare N(7") dobbiamo risolvere il sistema omogeneo a cui & associata
la matrice A. Prendendo la matrice ridotta:

110 0 4y =0 r=—t
00110 =>{ Y = {y=t Vte R
000 |0 z=0 .

Di conseguenza
N(T) = {(a:,y,z) = (_1, 1,0)t | t e R}
dim(N(T)
B(N(T
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(4) 1l vettore w appartiene a Im(7T') se w & combinazione lineare di T'(e1), T'(e2), T(es). Si tratta
percio di risolvere il sistema lineare a cui € associata la matrice A, con il vettore w come colonna
dei termini noti. In questo caso dobbiamo ripetere la riduzione a gradini:

110 1] 0 11 0 | o
k11 | 1|=1I-kIf0o 1—-k 1 | 1
k1 k | =1 I1mr—I1rjo o k-1 | =2

Anche in questo caso dobbiamo distinguere due casi.

e Se k # 1 abbiamo gia osservato che Im(T") = R?, quindi w appartiene necessariamente a
Im(T"). Inoltre risolvendo il sistema otteniamo:

. kE+1
z+y=0 (k—1)2
k41
1-ky+z=1 y:_i(k:—l)z
(k—1)z=-2 )
S
ovvero w € Im(T):
k+1 k41 2
- T .1 A 1,1 - -2 (0,1

e Se k = 1 abbiamo scelto come base di Im(T) i vettori T'(e;) = T'(e2) e T'(e3). Quindi &
sufficiente risolvere il sistema lineare y T'(e2) + 2 T(e3) = w ovvero il sistema:

y=20
z=1
0=-2
In questo caso il sistema contiene ’equazione 0 = —2 impossibile, quindi non ammette

soluzioni e w non appartiene a Im(T').

O

Esercizio 8.22. Sia T : R®> — R® Uapplicazione lineare tale che

T(z,y) = (kx + 4y, v +ky, y)

dove k € R ¢é un parametro reale.
Stabilire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva al variare del parametro k.

SOLUZIONE:
Notiamo innanzittutto che
e T & iniettiva se N(T') = {(0,0)}, ovvero se dim(N(T)) = 0.
e T & suriettiva se Im(7) = R3, ovvero se dim(Im(7")) = 3.
Si tratta quindi di trovare immagine e nucleo di 7'.
Calcoliamo T'(e1) e T'(e2) per determinare la matrice associata a T":

T(e1) = (k,1,0)
T(e2) = (4,k,1)

Quindi
k 4
A=11 k
0 1
Riduciamo la matrice A a gradini.
I {1 k 1 k 1 k
=I1I1|0 1| = 0 1 = 0 1
I |k 4 IIT —KI |0 4—k? IIT—(4—K)II [0 0

Abbiamo ottenuto che rg(A) = 2, quindi

dim (Im(T)) = 2 < 3 = dim(R?®) = T non ¢ suriettiva
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Notiamo che lo stesso risultato lo potevamo ottenere osservando che
Im(T) = (T(e1), T(e2))
quindi dim (Im(7))) < 2 < 3 = dim(R?). In nessun caso infatti una applicazione lineare 7 : R* — R* puo

essere suriettiva.
Per il teorema di nullita piu rango

dim(N(T)) = dim(R?) — dim (Im(7)) =2 -2 =0
Quindi
N(T)={(0,0)} = T e iniettiva
Lo stesso risultato lo potevamo ottenere risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A:

1 k| 0 B B
001 | of = {PTRE0 =0 Ny = (0.0
00| o0 y=0 y=0

Esercizio 8.23. Sia T : R* — R* Uapplicazione lineare definita dalla matrice
5k 1 3k+4 0

- IV ES 0 0
A=MT)=1"3 " ;.5 | ki3
92 0 k 0

a) Discutere iniettivita e suriettivita di T al variare del parametro reale k.
b) Determinare la dimensione di immagine e nucleo di T al variare di k.

SOLUZIONE:
a) T & suriettiva se Im(T) = R*, cio¢ se dim(Im(7T')) = rg(A) = 4. Inoltre T' & iniettiva se N(T') =
{(0,0,0,0)}, cioe se dim(N(T')) = 4 — rg(A) = 0. Si tratta percio di calcolare il rango di A.
Utilizziamo il calcolo del determinante, che sviluppiamo rispetto alla quarta colonna:

5k 1 3k+4
det(A)=—1-(k+3)-det [k+1 O 0
2k 0 k

1 3k+4
0 k

— Se k # —3,-1,0, allora det(A) # 0 e rg(A) = 4. Quindi
dim(Im(T)) =rg(A) =4 = T & suriettiva
dim(N(T)) =4 —-rg(A) =0 = T ¢ iniettiva
— Sek=-3,—-100, allora
dim(Im(7T")) =rg(A) <3 = T non ¢ suriettiva
dim(N(T)) =4 —rg(A) >1 = T non & iniettiva

:—1-(—1)-(I<;+3)-(k+1)~det[ }:(k+3).(k+1)-k

b) Abbiamo gia visto la dimensione di immagine e nucleo per k # —3, —1,0. Consideriamo ora gli

altri casi.
— Se k = —3 allora det(4) =0 e rg(A) < 3. Inoltre A diventa
—-15 1 -5 0
-2 0 0 O
A= 3 2 1 0
18 0 -3 0
In A troviamo una sottomatrice 3 x 3 che ha determinante non nullo:
~15 1 -5 L s
det| =2 0 0| =2-det =2(14+10)=22#0
3 2 1 2 1

Quindi rg(A4) =3 e
dim(Im(T)) = rg(A) =3 dim(N(T)) =4 —rg(A) =1
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— Se k= —1 allora det(A) =0 e rg(A) < 3. Inoltre A diventa
-5 1 1 0
A=ly 00
2 0 -1 0
In A troviamo una sottomatrice 3 x 3 che ha determinante non nullo:
1 1 0 1 0
det (4 1 2| =1 det L 2} =2#0
0 -1 0
Quindi rg(A) =3 e
dim(Im(T)) = rg(A) =3 dim(N(T)) =4 —rg(A) =1
— Se k=0 allora det(A) = 0 e rg(A) < 3. Inoltre A diventa
01 40
A=M(T)=

In A troviamo una sottomatrice 3 X 3 che ha determinante non nullo:
0 1 4

det |1 0 0| =1-det [é ﬂ =1-20=-19#0
3 5 1
Quindi rg(A) =3 e
dim(Im(T")) = rg(A) =3 dim(N(T)) =4 —rg(A) =1

Esercizio 8.24. Sia T : R* — R? lapplicazione lineare tale che
T(z,y,z,w)=(—z—y+z+w, —z+2y—2z, —xz+y+3z—3w)

a) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
b) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R®.
¢) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T') C R*

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo I'immagine degli elementi della base canonica di R*:

T(ey) = (-1, -1, -1) T(e2) = (-1, 2, 1)
T(e3) = (la _17 3) T(€4) = (17 07 _3)
Quindi
-1 -1 1 1
A=1|-1 2 -1 0
-1 1 3 =3
b) Poiche

Im(T) = (T'(e1), T(e2), T(es), T(ea))

ovvero Im(T") & generato dai vettori colonna di A, per determinarne dimensione e base riduciamo
la matrice A a gradini:
-1 -1 1 1 -1 -1 1 1
Ir-r|1o0 3 -2 —1|=1/2IIT|0 1 1 -2 =
mnm-1{o0 2 2 -4 11 0o 3 -2 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 1 1
0 1 1 -2 = 0 1 1 =2
Ir—-311710 0 -5 5 /511710 0 -1 1

LA matrice A ha rango 3, quindi
dim(Im(T")) =3
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Inoltre le prime tre colonne di A sono linearmente indipendenti quindi possiamo prendere come
base di Im(T') i tre vettori T(e1),T(e2), T(es):

B(Im(T)) ={T(e1), T(e2), T(es)}
={(-1,-1,-1), (-1,2,1), (1,-1,3)}
Notiamo che in questo caso Im(7") & un sottospazio di R® di dimensione 3, quindi Im(7) = R?
(e T & suriettiva).

¢) Gli elementi di N(T') sono i vettori di R*, soluzione del sistema omogeneo a cui & associata la
matrice A. Prendiamo la matrice gia ridotta a gradini:

-1 -1 1 1 | 0 —rz—-—y+z4+w=0
0 1 1 -2 | 0l=qy+z—2w=0 = vte R
0 0 -1 1 | 0 et w=0 t

Quindi
NT)={(1,1,1,1)t | t e R}
dim(N(T)) =1
B(N(T)) ={(1,1,1,1)}
Notiamo che, come ci aspettavamo dal teorema di nullita piu rango:

dim(N(T)) + dim(Im(7")) = 4 = dim(R*)

Esercizio 8.25. Sia T : R* — R® Uapplicazione lineare tale che
T(x,y,z,w) =(x —2y+3z, x —y+ (k+3)z2+ 2w, 20 -3y + (k+6)z+ (kK + 1)w)

dove k & un parametro reale.
Stabilire se esistono valori di k per cui T é iniettiva e/o suriettiva.

SOLUZIONE:
Ricordiamo che
e T ¢ iniettiva se N(T') = {(0,0,0,0)}, ovvero se dim(N(7T)) =0
e T & suriettiva se Im(7) = R, ovvero se dim(Im(7")) = 3.
Si tratta quindi di trovare immagine e nucleo di 7T'.
Calcoliamo I'immagine degli elementi della base canonica per determinare la matrice associata a T

T(e1) = (1,1,2), T(es) = (-2, —1,-3)
T(es) = (3,k + 3,k +6), T(es) = (0,2,k +1)
Quindi
1 -2 3 0

A=1|1 -1 k+3 2
2 -3 k+6 k+1

Riduciamo la matrice A a gradini.

1 -2 3 0 1 -2 3 0
I7-1 |10 1 k 2 = 0 1 & 2
II1-21r10 1 k k+1 II7T-1110 0 0 k-1

Dobbiamo ora distinguere due casi
e Se k # 1, allora rg(A) = 3, quindi

dim (Im(7)) = 3 = dim(R*) = T ¢ suriettiva
e Se k=1, allora rg(A4) = 2, quindi

dim (Im(T)) = 2 < 3 = dim(R®) = T non ¢ suriettiva
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Per il teorema di nullita piu rango
dim(N(7)) = dim(R*) — dim (Im(T"))
Quindi
e Se k # 1 allora
dim(N(T))=4-3=1
e Se k=1 allora
dim(N(T)) =4—-2=2
In nessuno dei due casi si ha dim(N(7')) = 0, quindi 7" non & mai iniettiva.
Notiamo che Im(7T") € R?, quindi dim(Im(7T")) < 3 e
dim(N(T)) =4 — dim(Im(7)) >4 -3 =1
quindi sicuramente T : R* — R non ¢ iniettiva.

Lo stesso risultato lo potevamo ottenere senza utilizzare il teorema di nullita pitt rango, ma risolvendo
il sistema omogeneo associato alla matrice A:

1 23 0 |0 r—=2y+32=0
0o 1 Kk 2 | 0| =<Cy+kz+2w=0
0 0 0 k=110 (k—1Dw=0
Quindi
e Se k#1:
x=(—2k—3)t
= —kt
Y . = N(T)={(-2k—3, —k, 1, 0)t |t € R}
z =
w=20
e dim(N(T)) = 1.
e Sek=1:
r=—5bs—4t
= —s—2t
y= = N(T)={(=5, -1, 1, 0)s+(—4, —2, 0, 1)t | s, t € R}
z =S
w =

Esercizio 8.26. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare definita da
T(.I‘, Y, Z) = (Z‘ - Y 2x — 3y)

a) Dire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.
b) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T

SOLUZIONE:

Ricaviamo la matrice A associata all’applicazione T calcolando le immagini degli elementi della base
canonica di R?:

T(e) = T(1,0,0) = (1,2)
T(ey) = T(0,1,0) = (—1,—3)
T(es) = T(0,0,1) = (0,0)

quindi

2 =3 0
Rispondiamo ad entrambi i quesiti contemporaneamente ricordando che un’applicazione ¢ iniettiva se

il suo nucleo contiene solo il vettore nullo, ovvero se dim(N(T')) = 0, ed ¢ suriettiva se la sua immagine &
tutto lo spazio di arrivo, ovvero in questo caso se dim(Im(7")) = 2.

Y
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Poiche la matrice A contiene la sottomatrice

1 -1
2 -3
di determinante —1 # 0, la matrice A ha rango 2. Quindi

e dim(Im(T)) =2 = T & suriettiva.
e Per il teorema di nullita pit rango: dim(N(7)) =3 —-2=1 = T non ¢ iniettiva.

Esercizio 8.27. Sia k un parametro reale e sia T l’endomorfismo di R* definito da
T(x1, 29,23, 24) = (221,21 + X2 + T3 + 3xg, —kx1 + 23,75 + k2g)

a) Determinare basi del nucleo e dell’immagine di T al variare del parametro k.
b) Si dica se T & iniettivo e/o suriettivo.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice associata a T calcolando T'(e1), T'(ez2), T(e3) e T(eq):

2 0 0 O

1 1 1 3

A= -k 0 1 0

0 0 1 k

a) Riduciamo A a gradini:

1/2I 1 0 0 0 1 0 0 0
II—l/?IOll?)é 01 1 3
III—!—k/QI 0 0 1 0 0 0 1 O
0 0 1 k IV —-IIT|10 0 0 &k

Il nucleo di T & dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:
z=0
y+2+3w=0
z=0
kw =20

Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 0 otteniamo:

=0
=0
= N(T) ={1(0,0,0,0) }
z=0
w =
— Se k = 0 otteniamo:
=0
y=—3t
0 VieR = B(N(T))={(0,-3,0,1) }
z =
w=t

Una base dell’Immagine di 7' ¢ data dai vettori linearmente indipendenti di A. Anche in
questo caso dobbiamo distinguere due casi:

— Se k # 0 la matrice A ha rango 4, quindi
B(Im(T)) = { (25 17 7ka 0)5 (07 17 Oa 0)5 (07 17 1a 1)? (07 37 07 k) }

— Se k =0 la matrice A ha rango 3 e in particolare risultano linearmente indipendenti i primi
tre vettori:

B(Im(T)) ={ (2,1,0,0), (0,1,0,0), (0,1,1,1) }
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b) Se k # 0 il nucleo contiene solo il vettore nullo, quindi 7" & iniettiva, e 'immagine ha dimensione
4, quindi T & suriettiva.
Se k = 0 il nucleo ha dimensione 1, quindi 7T’ non & iniettiva, e 'immagine ha dimensione 3,
quindi 7" non é suriettiva.

O

Esercizio 8.28. Sia T : R® — R? la funzione lineare
T(x1,z2,23) = (ax1 + 2axe + x3,bx1 + 2022 + T3).

a) Si determinino gli eventuali valori reali di a e b per i quali T ¢é suriettiva.
b) Si trovi una base del nucleo di T' al variare di a e b.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A associata a T' calcolando 'immagine degli elementi della base canonica:

T(e1) =T(1,0,0) = (a,b)
T(es) = T(0,1,0) = (2a, 2b) = A= {

a 2a 1]
T(e3) = T(Oa 0, 1) = (]-7 1)

b 20 1

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A scambiando prima e terza colonna
(ricordando poi tale scambio nella parte b)).
Riduciamo a gradini la matrice A:

1 2a a N 1 2a a
1 26 b IT-I1|0 2(b—a) b—a
a) La funzione lineare T' & suriettiva se dim(Im(7T')) = rg(A4) = 2, ovvero se a # b.

b) Per determinare il nucleo di 7' dobbiamo risolvere il sistema omogeneo associato a A, ricordando
che lo scambio di colonne corrisponde allo scambio delle incognite x e z:

z4+2ay+ax =0
2b—a)y+(b—a)x=0

Dobbiamo distinguere due casi.
— Se a # b, allora dividendo la seconda equazione per b — a otteniamo

x = —2t
2 =0
z + 2ay + ax Syt = B(N(T)) ={(-2,1,0) }
Z:

— Se a = b allora resta solo la prima equazione:

Y= 3 = B(N(T)) = { (1703 _a)v (Oa 1; _20’) }

z = —2at — as

Esercizio 8.29. Sia T : R* — R? la funzione lineare definita da T(x) = Az, con

1 0 -2 3
A=]-1 0 1 0
0 1 0 1

a) Stabilire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.
b) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T

SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice A:

1 0 -2 3 1 0 -2 3
II+110 0 -1 3| =1IIT|0 1 0 1
01 0 1 110 0 -1 3

Di conseguenza
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dim(Im(7T")) = rg(A) =3
dim(N(T)) =4 -3 =1
a) Inoltre
dim(Im(T)) = 3 = dim(R?®) = T & suriettiva
dim(N(T)) =1# 0= T non ¢ iniettiva

O
Esercizio 8.30. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da T(x) = Az, con
1 0 -1 1
-2 0 0 O
A= 1 1 0 0
0 1 -1 1

a) Stabilire se T invertibile.
b) Trovare basi del nucleo e dell’immagine di T'.

SOLUZIONE:

a) T invertibile se & biiettiva, ciog suriettiva e iniettiva, ovvero se la matrice A ha rango 4. In
sostanza T ¢ invertibile se e solo se lo ¢ A.
Riduciamo a gradini la matrice A:

1 0 -1 1 1 0 -1 1 1 0 -1 1
1/2IT+1 |0 0 -1 1 N 117 01 0 O N 01 0 O
Irr+1/21710 1 0 0 11 0 0 -1 1 00 -1 1

01 -1 1 IV -I11110 0 -1 1 IV —-1I1110 0 0 O

A ha rango 3 quindi 7" non ¢ invertibile. Notiamo che potevamo immediatamente affermare che
rg(A) < 4 in quanto A ha la quarta colonna multipla della terza.
Probabilmente per rispondere alla domanda a) era pitt comodo calcolare il determinante di A
(che & immediato sviluppando rispetto alla seconda riga), ma la riduszione ci serviva comunque
per il punto successivo.
b) Poiche le prime tre colonne di A contengono un pivot, ne segue che

B(Im(T)) = {(17_271a0)7 (0,0,1,1), (_170a07_1)}

Per determinare il nucleo di 7" risolviamo il sistema omogeneo associato a A:

=0
r—z4+w=0
y=0
y=0 =
z=1t
—z2+w=0
w=1
Quindi
B(N(T)) ={(0,0,1,1) }
|
Esercizio 8.31. Detto k un paramtro reale, sia
k1 10
A=10 2 0
0 k k

a) Si trovino, al variare di k, nucleo e immagine dell’endomorfismo Ty di R? associato alla matrice

A.

b) Stabilire per quali valori k € R la funzione lineare Ty & invertibile.

SOLUZIONE:

a) Riduciamo a gradini la matrice A:

E 1 10
0 2 0
2111 — kEIT |0 O 2k
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— Se k # 0 la matrice ha rango 3, quindi Im(7) = R* e N(T") = {(0,0,0)}.
— Se k = 0 una base dell'immagine di T & data dall’insieme {(1,2,0), (10,0,0)}. Per trovare
il nucleo risolviamo il sistema omogeneo associato a A:

r=t
10z =0
y+ 10z =qy=0
2y=10
z=0

Quindi una base del nucleo di T' & {(1,0,0)}.
b) T ¢ invertibile se A ha rango 3, quindi se k # 0.

|
Esercizio 8.32. Si consideri la funzione lineare T : R* — R* definita dalla matrice
2k 0 21
k 0 1 1
k—1 -1 0 1
0 0 0 1
a) Si dica se esistono valori del parametro reale k per i quali T é iniettiva o suriettiva.
b) Si calcoli la dimensione del nucleo N(T) e dell’immagine Im(T') al variare di k.
SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice scambiando la prima e quarta colonna:
1 0 2 2k 10 2 2k 1 0 2 2k
101k:>II—IOO—1—k:>III 0 -1 -1 -1
1 -1 0 k-1 Ir—-Imirio -1 -1 -1 17 0o 0 -1 -k
1 0 O 0 v—-Irfo o -1 -k Iv—Irfo o o0 0
Quindi per ogni k
dim(Im(7")) = rg(A) = 3 < 4 e T non & suriettiva.
dim(N(T)) =4 —rg(A) =1 e T non ¢ iniettiva.
|

Esercizio 8.33. Sia T : R* = R* la funzione lineare definita da T(x) = Az con

0 1 k£ 2
1 1 0 2
A= 0 1 1 2
-2 0 1 -1

a) Determinare una base del nucleo di T e una base dell’immagine di T al variare del parametro k.
b) Dire se T & iniettiva e/o suriettiva.

SOLUZIONE:

Riduciamo A a gradini scambiando opportunamente le righe:

IITf1 10 2 10 0 2
mrlo 11 2 01 1 2
vl—2 01 —1| 7 rmr+2rlo 2 1 3
I lo 1 &k 2 V—Irlo 0 k=1 0
10 0 2 10 0 2
. 01 1 2| 01 1 2
Ir—2r1lo0 o -1 —1 00 -1 -1
00 k=1 0 IV+(k-DIII[0 0 0 —k+1
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a) Il nucleo di T' & dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

z+2w=0
y+z+2w=0
—z—w=0~0
(-k+1w=0

Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 1 otteniamo:

=0
ZZO = N(T) = { (0,0,0,0) }
w=0

— Se k = 1 otteniamo:
r=—t
y= _i WieR = BN(T)) ={(=1,-1,-1,1) }
z=—

w=t

Una base dell'lmmagine di T & data dai vettori linearmente indipendenti di A. Anche in
questo caso dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 1 la matrice A ha rango 4, quindi

B(Im(T)) ={(0,1,0,-2), (1,1,1,0), (k,0,1,1), (2,2,2,-1) }
In realtd Im(7T') = R*.

— Se k =1 la matrice A ha rango 3 e in particolare risultano linearmente indipendenti i primi
tre vettori:

B(Im(T)) - { (07 1,0, 72)7 (13 1, 170)7 (Loa 1, 1) }

b) Se k # 1 il nucleo contiene solo il vettore nullo, quindi 7" & iniettiva, e 'immagine ha dimensione
4, quindi T & suriettiva.
Se k = 1 il nucleo ha dimensione 1, quindi 7" non & iniettiva, e 'immagine ha dimensione 3,
quindi 7" non ¢ suriettiva.

|
Esercizio 8.34. Sia f : R®> — R? Vapplicazione lineare definita ponendo
flzyy,2) =(x+y—22, 3z — 2, 2z —y+ 2)
e sia g : R® = R? Uapplicazione lineare definita ponendo
9(z,y,2) =(x+z z—y+2 y)

Si trovino le dimensioni dei nuclei delle applicazioni lineari go f e fog.

SOLUZIONE:

Calcoliamo le matrici associate a f e g (rispetto alla base canonica di R?):

1 1 -2 1 0 1
M(f)=1[3 0 -1 M(g)= {1 -1 1
2 -1 1 0 1 0

Utilizzando le matrici associate a f e g possiamo calcolare direttamente la matrice associata alle due
funzioni composte. Infatti la matrice associata a go f & M(go f) = M(g) - M(f) e la matrice associata a

fogéM(fog)=M(f)- Mg). Quindi

1 0 1 1 1 =2] (3 0 —1]
M(gof)=|1 -1 1/-(3 0 —-1|=1]0 0 0
0 1 0 2 -1 1| 3 0 —1}
1 1 -2 1 0 1] 2 —3 2]
M(fog)=1|3 0 —1f{-|1 -1 1| =13 -1 3
2 -1 1 0 1 0] 12 1]
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Per calcolare la dimensione dei nuclei basta calcolare il rango delle matrici. Riducendo a gradini:

3 0 —1
M(gof) = 0 0 0
II11-110 0 0

Irfr 2 1 1 2 1 1 2 1
M(fog) = I |2 =3 2|=1II-2I |0 -7 0| = 0 -7 0
13 -1 3| 1rr-3rlo -7 ol I1rr—I1rfo o o0

Infine
dim (N(go f)) =3 —1g(M(g9o f)) =3-1=2
dim (N(fog)) =3 —rg(M(fog))=3-2=1

Esercizio 8.35. Sia T : R®* — R la funzione lineare definita da
T(z,y,2) = (x+y, 2x—y—2, 2y+2z)

e sia B=1{(1,2,-4), (0,1,1), (1,0,=7)} una base di R>.
a) Stabilire se T ¢é iniettivo e/o suriettiva.
b) Si determini la matrice Mp(T) associata a T rispetto alla base B

SOLUZIONE:

Per rispondere alla domanda a) possiamo comunque calcolare prima la matrice associata a 1" rispetto
aB.

b) Siano v; = (1,2,—4), v = (0,1,1) e v3 = (1,0,—7). Il metodo pili semplice consiste nel calcolare
le tre immagini dei vettori della nuova base e poi trovare le coordinate di questi tre vettori rispetto
alla base B = {v1, v, v3}.

T(vl) = (37470)a T(UQ) = (1’ _273)a T(vB) = (1797 _7)

Si tratta ora di esprimere tali immagini come combinazioni lineari degli elementi di B, cioe
di risolvere 'equazione zvy + yve + zv3 = T'(v;) per i = 1,2, 3. Per risolvere i tre sistemi contem-
poraneamente riduciamo a gradini la matrice formata dai tre vettori v; affiancata dalla matrice
formata dai tre vettori T'(v;)

1 0 1 | 3 1 1 10 1 | 3 1 1
2 1 0 | 4 -2 9|=1II-21]|0 1 -2 | -2 -4 7
—4 1 -7 | 0 3 —7| II+4rlo 1 -3 | 12 7 -3
10 1 | 3 1 1
= 01 -2 | -2 -4 7

Irr—11{0 o -1 | 14 11 =10

Risolviamo ora i tre sistemi:

r+z2=3 r =17

T(n): Sy—22=-2 =y=-30 = T(n)=(-17,-30,14)3
—z=14 z=14
r+z=1 =12

T(va): y—22=-4 =qy=-26 = T(va)=(12,-26,—11)5
r+z=1 r=-9

T(vz): y—22=7 = y=27 = T(v3)=(-9,27,10)5
—z=-11 z =10

Infine la matrice B associata a T rispetto alla base B &
17 12 -9

Mg(T) = |-30 —26 27
14 —11 10
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a) Dobbiamo in sostanza calcolare il rango di Mg(T"). In alternativa risulta forse pit semplice
calcolare la matrice M(T) associata a T rispetto alla base canonica e calcolare poi il rango di

questa:
1 1 0 1 1 0 1 1 0
MT)=12 -1 —-1|=II-2I{0 -3 -1|= 0 -3 -1
0 2 1 0 2 1 3IIT+2IT{0 O 1

dim(Im(T)) =rg(M(T)) =3 = T & suriettiva
dim(N(T)) =3 —rg(M(T)) =0 = T & iniettiva

Esercizio 8.36. Sia S : R* — R? la funzione lineare
S($1,SL‘2,J]3,$4> = (3$1 —2x3 + x4, 421 — 229 + 223 + 34, 1 + 223 + 2.’174).

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
b) Sia & la base canonica di R* e sia B la base di R® costituita dai vettori

v1 = (1,0,1), v2 = (1,0,0), vz =(1,1,1)
Si determini la matrice ME(S) associata a S.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A associata a S rispetto alle basi canoniche calcolando I'immagine degli
elementi della base canonica:

S(e1) = (3,4,1)

3 0 -2 1

S(GQ) = (Oa 7270)
A=M(S)=14 -2 2 3
S(e3) = (_27 27 2) ( ) 1 0 2 2

S(eq) =(1,3,2)

a) Riduciamo a gradini la matrice A:

II7{1 0 2 2 1 0 2 2
4 -2 2 3| = 1I-4I [0 -2 —6 -5
I |3 0 -2 1 I171-3110 0 -8 =5

Una base dell’Immagine di S e data da

B(Im(S)) = {S(e1), S(e2), S(es)}

Per trovare una base del nucleo risolviamo il sistema omogeneo:

ngt
r+2z4+2w=0 —t5
9y —6z—Bw=0 = y:t = B(N(S)) = {(6,5,5,—8)}
82— B5w=0 °T
w=—=t
5

b) La matrice MZ(S) associata a S rispetto alla basecanonica € di R? e alla base B di R® ha per
colonne la immagini S(ey), S(ez2), S(es) espresse perd rispetto alla base B. Avendo gia calcolato
tali immagini, si tratta ora di esprimere S(e1), S(ez2), S(es), S(eq) rispetto alla base B. Scriviamo
quindi la matrice associata ai 4 sistemi xv; +yve+2zv3 = S(e;), considerando contemporaneamente
i quattro vettori:

111 ] 3 0 -21 11 1] 3 0 -2 1
001 ] 4 -2 2 3=III-1|0 -1 0] -2 0 4 1
101 | 1 0 2 2 11 o 0 1| 4 -2 2 3
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Risolviamo ora i quattro sistemi

r+y+z2=3 r=-3

—y = -2 =< y=2 = S(e1) =(-3,2,4)5

z=—2 z= =2

—y=4 =>qy=-4 $5(63) = (07 —4,2)p
z=2 z=2

r+y+z=1 r=—1

—y=1 =>qy=-1 :>S(€4) = (_17_1a3)6
z=3 z=

z+y+z2=0 T =2
—y =0 =4qy=0 $5(62)2(270,—2)B

Infine
-3 2 0 -1
MES)=12 0 -4 -1
4 -2 2 3

Esercizio 8.37. Sia T la funzione lineare da R® a R® definita da
T(x,y,2) =3z =2y, v +y+2z, 2x—3y—2)

a) Determinare basi dell’immagine Im(T) e del nucleo N(T).
b) Si scriva la matrice associata a T rispetto alla base B = {(2,1,0), (1,1,0), (0,1,1)}.
¢) Trovare la distanza euclidea tra il punto P = (1,1,1) e il nucleo N(T).

SOLUZIONE:

a) Riduciamo a gradini la matrice A associata a T rispetto alla base canonica:

3 =2 0 3 =2 0 3 =20
A=1|1 1 1| = 3II-1 (0 5 3| = 0 5 3
2 -3 -1 117 -21110 -5 -3 II74+1110 0 O

Quindi
B(Im(T)) ={T(e1), T(e2)} ={(3,1,2), (=2,1,-3)}

Il nucleo di T ¢ formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

3 -2 0 | 0 x=3t
0 5 3 | 0l=><y=t Vie R
00 010 z=-3t

Quindi
B(N(T)) = {(; 1, _§> } ovvero  B(N(T)) = {(2,3,—5)}

b) Notiamo che T : R? — R3, quindi ¢ sottinteso che la stessa base B va considerata sia nello spazio
di partenza che in quello di arrivo, e Mp(T) ¢ la matrice che ha per colonne le immagini degli
elementi di B, espresse ancora rispetto a B.

Chiamiamo vy, v € w3 i tre vettori di B. Dalla definizione di T' otteniamo:

T(v1) =T(2,1,0) = (4,3,1),
T(ve) =T(1,1,0) = (1,2, -1),
T(U3) = T(Oa 1; 1) = (723 27 74)
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Qui pero le immagini T'(v;) sono espresse rispetto alla base canonica. Per esprimere T'(v;) rispetto
alla base B si tratta ora di esprimere tali immagini come combinazioni lineari degli elementi di
B, cio¢ di risolvere 'equazione zvy + yvs + zvs = T(v;) per ¢ = 1,2, 3. Se (x;,y;, 2;) € la soluzione
di tale equazione, allora le coordinate di T'(v;) rispetto a B sono T'(v;) = (x4, yi, 2i)B-

Per risolvere i tre sistemi contemporaneamente riduciamo a gradini la matrice formata dai
tre vettori v; affiancata dalla matrice formata dai tre vettori T'(v;)

2 10 | 4 1 -2 2 10 | 4 1 -2
111 |3 2 2|=20-1/012]2 3 6
001 ] 1 -1 —4 001 ] 1 -1 —4

Consideriamo ora il sistema associato alle prime 4 colonne:

20 +y =4 =2
y+2z2=2 =4qy=0
z=1 z=1

T(v1) = (4,3,1) = 2v; + 0va + 1vg = (2,0,1)

Consideriamo il sistema associato alle prime 3 colonne e alla quinta:

22 +y=1 T =2
y+2z2=3 =qy=>5
z=—1 z=—1

T(ve) = (1,2,—-1) = —2v1 + Svg — lvg = (—2,5,—1)p

Consideriamo il sistema associato alle prime 3 colonne e alla sesta:

20 +y = —2 r=-8
y+22=6 = y=14

T(vs) = (2,2, —4) = —8vy + 14vy — 4dvz = (—8,14,—4)5

Infine la matrice B associata a T rispetto alla base B &

2 -2 -8
B=|0 5 14
1 -1 -4

Un metodo alternativo consisteva nell’utilizzare la matrice Mg di cambiamento di base, di
transizione da C a B. Sia

2 10 1 -1 1
P=M§=1|1 1 1|=M8=P1=|-1 2 -2|= B=P AP
001 0 0 1

¢) Abbiamo visto al punto a) che il nucleo di T ¢ la retta

=2t
N(T): S y=3t
z = —5ot

Il piano 7 perpendicolare a N(T) e passante per P & 7 : 2z + 3y — 5z = 0. Inoltre 7 N N(T') =
A(0,0,0). Infine

d(N(T),P) = d(A,P) =12+ 12 +12 = /3

O

Esercizio 8.38. Sia B = {v; = (1,2,3), va = (1,0,—1), vz = (0,0,2)} una base di R* ¢ sia T : R* —
R? lendomorfismo definito dalla matrice
0 4 2
6 0 O
0 8 4

Mgp(T) =

a) Si determini la matrice associata a T rispetto alla base canonica di R>.
b) Si stabilisca se T & iniettivo e/o suriettivo.
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SOLUZIONE:

a) Per utilizzare la matrice Mg(T') dobbiamo esprimere gli elementi della base canonica rispetto a
B. Si ricava facilmente che

—uyt = (01,1
€1 = V2 2U3_ 7728

1 1 1 1 1
€y = =V1 — <V —V3=|=,—=,—
2 9 1 9 2 3 27 27 5

1 1
€3 21}3 ( ) ,2)3

Quindi
[0 4 2] [0 5
T(e1)=1(6 0 0 -|1]|=1]0]|=(50,10)5 = 5vy + 10v3 = (5,10, 35)
0 8 4] |3 10
[0 4 2] [1 —4
T(e2)=16 0 0| -|—2|=13]|=(-4,3,-8)p=—4v1 + 3vs — 8v3 = (—1,—8,-31)
10 8 4] [-1 -8
[0 4 2] [0 1
T(es)=1(6 0 0 0| =1(0| =(1,0,2)p =v1 + 2vus = (1,2,7)
10 8 4] _% 2
Infine la matrice associata a T rispetto alla base canonica e
5 -1 1
A=1]10 -8 2
35 =31 7

b) Possiamo usare indifferentemente la matrice Mp(T") o la matrice A. Per comoditd di calcoli
usiamo la matrice iniziale. Mp(T) ha due righe uno multiplo dell’altra e rg(Mg(T)) = 2. Quindi
dim(Im(T")) = 2 e T non & suriettivo, e dim(N(7")) = 1 e T non & iniettivo.

O
Esercizio 8.39. Sia T : R®> — R la funzione lineare definita da T(z) = Az, con
1 11
A=10 1 1
1 0 0

a) Si determini la matrice associata a T rispetto alla base costituita dai vettori vy = (1,1,1), va =
(1,0,0), v3 = (0,0,1).
b) Si trovi una base del nucleo di T.

SOLUZIONE:

a) Il metodo pilt semplice consiste nel calcolare le tre immagini dei vettori della nuova base B =
{v1, va, v3}:
T(v1) = (3,2,1), T(v2) = (1,0,1), T(vs) = (1,1,0)
e poi trovare le coordinate di questi tre vettori rispetto alla base {vi, va, vz}. Notiamo che

essendo vy, v e v3 particolarmente semplici la risoluzione delle equazioni che danno le coordinate
€ immediata:

r+y=3 T =2

xv;+yva+zv3=T(v1) = <=2 = <y=1 =T(n)=(2,1,-1)s
r+z=1 z=-1
z+y=1 =0

xvy +yva +2zv3 =T (v2) = <=0 = (qy=1 =T(vy)=(0,1,1)5
r+z=1 z=1
r+y=1 r=1

zv1 +yva + 23 =T(vs) = (x=1 = (y=1 =T(vs) =(1,1,-1)5

r+2=0 z=-—1
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Dunque la matrice B associata a T rispetto a B = {vy, va, v3} &

2 0 1
Mg(T)=B=|1 1 0
-1 1 -1

Un metodo alternativo usa il cambiamento di base: la matrice Mg di transizione dalla base
B alla base canonica C ¢ la matrice che ha per colonne i tre vettori di B (espressi rispetto a C):

110
P=M§=1|1 0 0
101

La matrice Még di transizione dalla base canonica C alla base B ¢ quindi la matrice inversa:
ME = P~1. Per calcolare 'inversa usiamo il metodo della riduzione:

110 100 I 100 | 010
100 | 010 = 110 | 1 00
101 ] 001 101 ] 001
100 | 0 1 0
= II-710 1 0 | 1 -1 0
ir—-r{jo o 1 ] 0 -1 1
La matrice MCB ¢ quindi
0 1 0
Prt=ME=11 -1 0
0 -1 1

Di conseguenza la matrice B associata a T rispetto alla nuova base ¢ P~1AP:

0o 1 1 2 0 1
Mg(T)y=B=P'AP=|1 0 O0|-P=|1 1 0
1 -1 -1 -1 1 -1

Infatti se indichiamo con wvp le coordinate di un vettore v rispetto a B e analogamente
indichiamo con T'(v)g le coordinate del vettore T'(v) rispetto a B, allora:

B-vg=P AP .- vp =P 'A-v=P ' - T(w)=T()s
b) Per trovare una base del nucleo ci conviene lavorare sulla matrice A in modo da ottenere i

vettori direttamente espressi rispetto alla base canonica. Cerchiamo quindi le soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A:

1 1.1 ] 0 1 1 1 10 111 ] 0
011 | 0= 0 1 1 | 0] = 01 1] 0
100 | O Irr—-r|i0 -1 -1 1] 0 IIT+1110 0 0 | O
oyt 0 z=0

T z =
{ Y = qy=—t

y+z=

z=1

Quindi una base del nucleo di T & data dall’insieme

(0.-11)}
O
Esercizio 8.40. Sia T : R?* — R? lapplicazione definita da T(z,y) = (2z,x — y,2y), e siano B =

{(1,0), (1,1) } e B = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } due basi di R* e R? rispettivamente. Determinare la
matrice A = ME (T) associata a T rispetto alle basi B e B'.

SOLUZIONE:

La matrice A cercata ha per colonne le immagini attraverso 1" degli elementi di B, espressi rispetto a
B’. Cominciamo a calcolare la immagini:

T(]-?O) - (23 1a0)7 T(]-v 1) - (27072)
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I vettori cosi ottenuti sono pero espressi rispetto alla base canonica. Indichiamo con
up = (1,1,0), uy = (0,1,1), uz = (0,0,2)
gli elementi della base B’. Esprimere (2,1,0) e (2,0,2) rispetto a B’ equivale a risolvere le due equazioni

vettoriali: zu) +yus+zuy = (2,1,0) e zuj +yuh+zus = (2,0,2). Consideriamo quindi la matrice associata
a tali sistemi, riducendola con le due colonne dei termini noti contemporaneamente:

100 | 2 2 100 | 2 2 100 ] 2 2
1 10| 1o0l=II-1{010/] -1 —=2|= 010 | -1 =2
012 ] 0 2 012 1] 0 2 II—1110 0 2 | 1 4

Per risolvere Pequazione zuj + yub + zuy = (2,1,0) consideriamo la prima colonna dei termini noti:

r=2 T =2
y=-1 =<y=-1 =
2z=1 z—1
B T2
! / 1 ! 1
T(1,0) = (2,1,0) = 2u) —uh+ =uf = (2,1, =
2 2 BI

Analogamente per risolvere I’equazione zu} + yu) + zuj = (2,0, 2) consideriamo la seconda colonna dei
termini noti:

=2 =2
y=-2 =y=-2 =
2z =4 z=2
T(1,1) = (2,0,2) = 2u}| — 2u) + 2uf = (2,-2,2) 4
Infine
2 2
A=|-1 =2
52

]

Esercizio 8.41. Sia V = R? e siano C e B' = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } rispettivamente la base
canonica e un’altra base di V.
a) Determinare la matrice P = ME  di transizione da C a B'.
b) Svolgere ’esercizio precedente utilizzando la matrice P.

SOLUZIONE:

a) La matrice P cercata ha per colonne gli elementi di C espressi rispetto a B’. Esprimere gli elementi
di C rispetto a B’ equivale a risolvere le tre equazioni vettoriali z-(1,1,0)+y-(0,1,1)+2-(0,0,2) =
e;, 1 = 1,2,3. Riduciamo percio a gradini la matrice formata dagli elementi di B’ con le tre colonne
dei termini noti contemporaneamente:

100 | 1 00 100 | 1 00
110|010:>II_1.010\—110:>
012 ] 001 012 1] 0 01
100 | 1 0 0
010 ] -1 1 0
Irr—I17|j0 o 2 | 1 -1 1
Per esprimere e; otteniamo il sistema relativo alla prima colonna:
=1 r=1
-1 1
y=-—1 =Y = = e=(1-1,=
22 =1 _1 2
= 2_2

Per esprimere e otteniamo il sistema relativo alla seconda colonna:
=0 r=0

1
y=1 ={y=1 = eg=(0,1,—=
1 2 Bl



2. SOLUZIONI 223

Per esprimere es otteniamo il sistema relativo alla terza colonna:

1
= e3= <o,0, 2)
BI

10
p=mf |-t 1

=0 T =
2z=1 z=

N = O

Infine

1

1
2 2

N = O

Notiamo che per calcolare P = MCBl potevamo in alternativa calcolare e poi invertire la
matrice di transizione da B’ a C. Infatti M§, ha per colonne gli elementi di B’ espressi rispetto a

C:
100
Mg [1 1 0
0 1 2

La matrice P cercata ¢ 'inversa di tale matrice:
1
! c\~1 -1 1

N|=O O

1
2 2
b) Nell’esercizio precedente avevamo calcolato

T(]-’O) = (23 1a0)a T(]-v 1) = (27072)

e dovevamo esprimerli rispetto alla base B’. Avendo ora calcolato la matrice P = MCBI di
transizione da C a B’, possiamo utilizzare P per calcolare le coordinate cercate:
(1 0 0] 197 27
_ _ 1
pP-21,07=|-t 1 0/ 1y W 21,0=(2-1,-=
1 1 1 1 2)
- - =z 0 - B
L 2 2 24 +- L2 ]
i 1 0 0_ _2_ B 92 T
P-2,027= |71 L Ul tol = [-2] =(2,0,2) =(2,-2,2),
1 1 1
- = = 2 2
L 2 2 24 - -
La matrice cercata e quindi:
2 2
A=|-1 =2
1
§ 2

Esercizio 8.42. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare definita da
T(x,y7z) = (‘T - Z,2I+y,:€73y)

a) Si determini la matrice Mg(T) associata a T rispetto alla base B costituita dai vettori vy =
(1,0,0), v2 = (1,0,—1), vs = (0,1,1).

b) Si trovi una base dell’immagine di T.

¢) Il determinante di una matrice associata a T puo essere nullo?

SOLUZIONE:

a) Cominciamo con il calcolare le immagini di vy, vg, v attraverso T
T(v1) =(1,2,1)
T(v2) = (2,2,1)
T(vs) = (—1,1,-3).
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Si tratta ora di esprimere tali immagini in funzione della base B, ovvero di risolvere i tre sistemi
associati a xvy + yve + zvz = T(v1) , xv1 +yva + zv3 = T(v2) e xv1 + yva + zv3 = T(v3).
Riduciamo quindi a gradini la matrice:
1 1 0| 1 2 -1 1 1 0| 1 2 -1
0 0 1] 22 1|=0rl0 -1 1] 11 -3
0 -1 1] 11 -3 I7{jo o 1| 2 2 1

Considerando quindi la differenti colonne di termini noti otteniamo:

r+y=1 z=0
—y+z=1 =<Sy=1 = T(v)=0-v1+1-v24+2-v3=(0, 1, 2),
z=2 z=2
r+y=2 r=1
—y+z=1 =<Sy=1 = T(ry)=1-v1+1-v2+2-v3=(1, 1, 2),
z=2 z=2
T+y=-— T =5
—y+z=-3 = y=4 = T(vg)=—=5-v1+4-v2+1-v3=(-54, 1),
z=1 z=1
Infine
[0 1 -5]
Mg(T)=|1 1 4
2 2 1

b) Cominciamo con il calcolare il rango di Mp

—~

T') riducendola a gradini:

I 11 4
I {01 =5
HI-201|0 0 —7]

Quindi Mp(T) ha rango 3 e una base dell’immaginie di T & formata dai tre vettori che la generano
(espressi rispetto alla base canonica):

B(Im(T)) ={(1,2,1), (2,2,1), (-1,1,-3)}

Un metodo alternativo consisteva nel calcolare la matrice associata a T rispetto alla base
canonica e ricavare da questa un’altra base di Im(7T).
c¢) Poiche la matrice associata a T ha rango 3, ogni altra matrice associata a T rispetto a basi
differenti avra il medesimo rango e quindi determinante non nullo.

a
Esercizio 8.43. Sia S : R> — R* lapplicazione lineare definita da
S(Z'l, X2, .’Eg) = (xl + X2,X2,T1,T2 — Sxd)

a) Sia B la base di R® costituita dai vettori vy = (1,1,1), vo = (1,1,0), vg = (1,0,0) e sia £ la base

canonica di R*. Si determini la matrice Mg (S) associata a S.
b) Si trovi la dimensione del nucleo di S.

SOLUZIONE:

a) Si tratta di calcolare le immagini di vy, ve, vz attraverso S. Non & poi necessario effettuare altre
... . . . 4 .
trasformazioni in quanto la base dello spazio di arrivo R* & la base canonica &.

S(v) =(2,1,1,-2)
S(UQ) = (2, 1, 1, 1)
S(vs) = (1,0,1,0).

Infine

— =N
— = =N
O = O =
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b) Riduciamo M a gradini per calcolarne il rango

2 2 1 2 2 1 2 2 1
of -7 o 0o —1| 1vlo 3 1 03 1
IIr—1rlo o 1 00 1|~ 00 1
Iv+r1lo 3 1 mmlo o 1| 1v+rrrlo o o

Quindi Mp(T') ha rango 3 e

dim(N(S)) = 3 — rg(M) = 0

Esercizio 8.44. Sia S : R® — R? la funzione lineare associata a:

= o O
N OO
w = o

rispetto alla base B = {(1,1,1), (0,2,2), (0,0,3)} di R®.

a) Si scriva la matrice associata a S rispetto alla base canonica.
b) Determinare basi dell’immagine Im(S) e del nucleo N(S).

SOLUZIONE:

a) La matrice cercata ha per colonne S(e1), S(ez2) e S(ez). Per determinare tali immagini possiamo
procedere in due modi.

Se vogliamo utilizzare direttamente la matrice M (S) dobbiamo scrivere e, es e es rispetto
alla base B. Chiamiamo v; = (1,1,1), va = (0,2,2) e v3 = (0,0,3) i tre vettori di B; si tratta
quindi di risolvere le tre equazioni xv; + yve + zvs = e; con ¢ = 1,2, 3. Riduciamo a gradini la
matrice associata alle tre equazioni contemporaneamente:

==
NN O
o = O
— o O

In realtd la matrice & gia ridotta (triangolare superiore), quindi possiamo risolvere i tre sistemi.

U1 +yva +2v3 =€e1 = {x+2y=0 = y:_% = 61:<1’_,0>
r+2y+32=0 z=0 5
r=Y v=0 1 1

TV +Yve + 203 =€y = qxr+2y=1 = y_% = 62_(0’2’_3)
T+2y+32=0 z_—% B
z=0 =0 .

TV +Yva +2v3 =€e3 = (x+2y=0 = =0 = 63<0,0,3>
T+2y+3z=1 z:% B

Possiamo usare ora la matrice Mg(S) per calcolare le imamgini di ¢;, ricordando pero che il
risultato ottenuto & ancora espresso rispetto rispetto a 3, mentre noi dobbiamo esprimerlo rispetto
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alla base canonica:

(0 0 o] [1] [0
S(el) = MB(S> : el = O 0 1 . —% = O
12 3/ o] |o
:(O,O,O)B:0-1)14-0.1}2_'_0,,03:(0,070)
[0 0 0] [0] 0
S(e2) =Mgp(S)-e2= [0 0 1|-| L |=|-3
11 2 3] _—%_ 0
1 1 2 2
=10,—=,0] =0-v1 — =" 0 _
(a 37 )B U1 3 Vo + V3 <’ 3’ 3)
[0 0 0] [o 0
S(es) =Mgp(S)-e3= [0 0 1| |0| =%
1 2 3] % 1
0.21) 2004 tip i 21
= = v -V Vaq = R —
a37 5 1 3 2 3 73’

Infine

Un metodo alternativo consiste nel ricavare direttamente le immagini di e; dalla matrice
Mp(S), sfruttando la linearita di S. Sappiamo infatti che una matrice Mg(S) ha per colonne le
immagini degli elementi di B espressi ancora rispetto a 5. Quindi

S(’Ul) = S(]., 1, 1) = (0,0, 1)3 = 0vy + Ovg + 1lug = (0,0,3)
S(UQ) = 5(0,272) = (0,0,2)5 = 0v; + Ovg + 203 = (0,0,6)
S(Ug) = 5(0,0,3) = (0, 1,3)5 = 0vy + 1lvg 4 3vg = (0,2, 11)

Abbiamo precedentemente espresso e, e e ez come combinazione lineare degli elementi di

B:
1
€3 = (anv 1) = 5(07073)

1 1
€2 = (Oa 170) = 5(07272) - 5(07073)

e1 = (1,0,0) = (1,1,1) — =(0,2,2)

1
2
Per la linearita di S otteniamo quindi:
1 1
S(el) = S(vl) - 55(’02) = (07013) - 5(07076) = (07070)

1 1

S(ea) = 5S(v2) — 3S(us) = %(0,0,6) _ %(0,2, 1) = (o, %, §>

S(es) = 35(vs) = (0, 2 131)

Infine la matrice associata a S rispetto alla base canonica é:

0 0 0
A=M(S)= |0 —g 1251
0 -3 3

b) Conviene utilizare la matrice A in modo da ottenere vettori gia espressi rispetto alla base canonica.

In questo caso non & necessario procedere con la riduzione a gradini. Infatti & evidente che la

sottomatrice formata dalle ultime due colonne ha rango 2, quindi una base dell’immagine di S &
quella formata da S(ez) e S(es), oppure da un loro multiplo:

B(Im(S)) = { (0,2,11), (0,2,2) }

Dal teorema di nullita piu rango sappiamo che il nucleo ha dimensione uno e avendo trovato
che S(e1) = 0, quindi e; appartiene al nucleo, possiamo concludere che una base del nucleo di S
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B(N(5)) = { (1,0,0) }

Esercizio 8.45. Sia S : R® — R? la funzione lineare
S($1,$27.’E3) = (2331 — 229 + x3, —2x1 + 222 — 323, —221 + 222 + .’173)

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
b) Sia & la base canonica di R® e sia B la base di R® costituita dai vettori

U1 = (17 1a0)7 U2 = (1707 l)a U3 = (07171)
Si determini la matrice M§(S) associata a S.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A associata a S calcolando 'immagine degli elementi della base canonica:

S(er) =(2,-2,-2) 2 =2 1

S(ez) =(-2,2,2) =A=|-2 2 =3

S(es) = (1,-3,1) -2 2 1
a) Riduciamo a gradini la matrice A:

2 -2 1 2 -2 1
IT+1 10 0 =2|= -1/2IT |0 0 1
II7T+1(0 0 2 II7T4+1110 0 O

Una base dell'lmmagine di S ¢ data dai vettori corrispondenti alle colonne che contengono i
pivot,cioe alla prima e terza colonna:

B(Im(S)) = {S(e1), S(es)}{(2,-2,-2), ((1,-3,1)}

Per trovare una base del nucleo risolviamo il sistema omogeneo:

rx=t
{ix_02y+20 =dy=t = B(N(S)) ={(1,1,0}
- z=0

b) La matrice M§(S) associata a S ha per colonne le immagini di B espresse rispetto a &, cio¢ in
sostanza le immagini di B:
S(v1) = (0,0,0), S(ve) = (3,5,—1), S(vs) = (—1,-1,3)
quindi
0o 3 -1
MES)=10 5 -1
0 -1 3
O

Esercizio 8.46. Sia V = R? e siano B=C = { (1,0), (0,1) } e B’ = {(1,1), (1,0) } due basi di V.

a) Determinare la matrice P = Mg' di transizione da B a B'.
b) Determinare le coordinate di v = (2,1) utilizzando la matrice P.

SOLUZIONE:

a) La matrice P = Mg/ di transizione da B a B’ ha per colonne i vettori di B espressi rispetto a B'.
Anche se in questo caso i conti per fare cid sono piuttosto semplici, puo risultare piu conveniente
determinare la matrice inversa P~ = M}, di transizione da B’ a B che ha per colonne i vettori
di B’ espressi rispetto a B. Infatti B ¢ la base canonica, quindi i vettori di B’ sono gia espressi

rispetto a B, quindi
1 1
-1 _
i

Per calcolare P basta ora invertire P~1:
11 | 10 I7I{1 0 | 0 1 N
10| 01 i1 1 1] 10 IrT-17j0 1 | 1 -1
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Infine
0 1
=i

b) Per esprimere v rispetto a B’ basta calcolare:

e[ 2 - [

Quindi v = (1,1)p, ovverov =1-(1,1) +1-(1,0).
(]

Esercizio 8.47. Sia V = R? e siano C e B' = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } rispettivamente la base
canonica e un’altra base di V.
a) Determinare la matrice P = MCB/ di transizione da C a B'.
b) Sia T : R* — R? Vapplicazione definita da T(x,y) = (2z,2 — y,2y). Utilizzando la matrice P
determinare la matrice A = MCBl (T) associata a T rispetto alle basi C e B'.

SOLUZIONE:

a) La matrice P = Mégl di transizione da C a B’ ha per colonne gli elementi di C espressi rispetto
a B’. Anzicché procedere come nell’esercizio precedente invertendo la matrice M g, formata dagli
elementi di B’ (espressi automaticamente rispetto a C), questa volta calcoliamo direttamente P.

Esprimere gli elementi di C rispetto a B’ equivale a risolvere le tre equazioni vettoriali z -
(1,1,0)+y-(0,1,1) + z-(0,0,2) = ¢;, 7 = 1,2, 3. Riduciamo percio a gradini la matrice formata
dagli elementi di B’ con le tre colonne dei termini noti contemporaneamente:

1 00| 100 100 ] 1 00
110 [ 010=, ,010]-110=
01 2] 001 01 2] 0 01
100 1 0 0
01 0] -1 1 0
Ir—1ro o 2 | 1 -1 1

Per esprimere e; otteniamo il sistema relativo alla prima colonna:

=1 r=1
1
=-1 =y="1 = ¢=(1,-1,=
2z ! 2
= Zz = —
2

Per esprimere e; otteniamo il sistema relativo alla seconda colonna:

Tr =

T =
1
y=1 =9 = :>€2—<0,1,—>
2z =-1 ! 2
= — 2= ——
2
Per esprimere ez otteniamo il sistema relativo alla terza colonnas:
z=0 r=0
1
yZO = y:01 $63_<070a2>
2z=1 = o
2
Infine
1 0 O
_ -1 1 0
P=M =1y 11
2 2 2

b) La matrice A = Mésl (T') ha per colonne le immagini degli elementi di C espressi rispetto a B’.
Calcoliamo quindi

T(LO) = (23 170)7 T(Oa 1) - (07 *132)7
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. . . . / . . .
espressi rispetto alla base canonica. Conoscendo la matrice P = Més di transizione da C a B,
possiamo utilizzare P per calcolare le coordinate cercate dei vettori trovati rispetto a B’':

1 0 0 9 2
_ _ 1
P.21,07= |71 L 0l =7 =@10=(2-1-=
1 1 1 1 2 ) n
> _ z 0 - B
2 2 2 2
1 0 0 0 0
T_|-1 1 0 3
P-(0,-1,2)T = 1| =|-1| = (0,-1,2) = (0,-1,2
1 1 1 3 2 )
- -z 0z 2 3 B
2 2 2
La matrice cercata ¢ quindi:
2 0
A=1|-1 -1
1 3
2 2

Esercizio 8.48. Sia T : R® = R? cosi definita: T(x,y,z) = (x + 2y + 3z, 3y + 2, 42).

a) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
b) Determinare la matrice B associata o T rispetto alla base

B ={v; =(1,0,0), va =(1,1,0), v3 =(5,3,3)}.

SOLUZIONE:

2)

T(e1) = (1,0,0) 12 3
T(es) = (2,3,0) = A=M(T)= [0 3 1
T(es) = (3,1,4) 00 4

b) Per risolvere la seconda parte possiamo procedere in due modi.
— Calcoliamo le immagini dei vettori v; della nuova base:

T(vy) = (1,0,0),  T(v2) = (3,3,0),  T(vs) = (20,12,12)

Si tratta ora di esprimere i vettori trovati rispetto alla base B risolvendo le tre equazioni:

r+y+dz=1 r=1

xv1 +yva +zo3 =T(v1) = Sy+32=0 =<¢y=0 = T(n)=(1,0,0)s
32z=0 z=0
rT+y+52=3 =0

xvy +yvg + 23 =T(v2) = (y+32=3 =<y=3 = T(v2)=(0,3,0)5
3z2=0 2=0
r+y+5z=20 z=0

xv; +yvg + zv3 =T (v3) = Qy+32z=12 =<dy=0 = T(vs)=(0,0,4)5
3z =12 z=4

Quindi la matrice associata a T rispetto alla base B e

100
B=Mg(T)=10 3 0
00 4

— Un altro metodo consiste nel cercare le matrici di cambiamento di base: la matrice Mg di
transizione dalla base B alla base canonica C & la matrice che ha per colonne i tre vettori di
B (espressi rispetto a C):

e
I
&
I
O O
O = =
W W ot
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La matrice M® di transizione dalla base canonica C alla base B & quindi la matrice inversa:
C q
MEB = P~1. Per calcolare I'inversa usiamo il metodo della riduzione:

1 1 5] 100 11 5] 10 0

013 ] 010 =I-III|010 |01 -1

003 ] 001 $III [0 01 [ 00 3

[t o5 1 -1 3 1roo0o |1 -1 -2

e (T T T R T TR | I 1 O O O IR R
0010 0 3 0010 0 3%

La matrice Mg ¢ quindi

1 -1 -2

-1 _ B __ _
Plt=MF=10 1 1
0 0 %

Di conseguenza la matrice B associata a T rispetto alla nuova base ¢ P~1AP:

0
B=Mp(T)=P 'AP = 0
4

S O =
o W o

Esercizio 8.49. Sia T : R®> = R3 Uapplicazione lineare definita da:

1 -3 3
A=1(3 -5 3
6 —6 4

a) Verificare che Uinsieme B = {v; = (1,1,0), vy = (=1,0,1), w3 = (1,1,2)} & una base di R>.
b) Determinare la matrice associata o T rispetto alla base B.

SOLUZIONE:
a) Basta verificare che la matrice formata dai tre vettori ha rango 3, ovvero determinante diverso
da zero:
1 -1 1
det |1 0 1| =1-(-1)—1-(=3)=2#0
0o 1 2

Quindi vy, v2 e v sono lineramente indipendenti e formano una base di R®.
b) Come nell’esercizio precedente si pud procedere in due modi. Utilizziamo il primo.
Calcoliamo le immagini dei vettori v; della nuova base:

T(Ul) =A- v = (—2, —2, 0)
T(UQ) =A- Vo = (2, 0, —2)
T(’Ug) =A- V3 = (4,4, 8)

Si tratta ora di esprimere i vettori trovati rispetto alla base B. Notiamo pero come la cosa &

immediata:

T(Ul) = T(l, 1,0) = (_2’ _270) = _2U1 = T(vl) = (_ZaOaO)B
T(UQ) = T(ila 07 1) = (2’ 07 72) = 72’02 = T(UQ) = (07 725 O)B
T(v3) =T(1,1,2) = (4,4,8) = 4vs = T(vs3) =(0,0,4)5
Quindi la matrice associata a T rispetto alla base B e

-2 0 0

B=Mp(T)=|0 -2 0
0 0 4

Notiamo che volendo utilizzare il secondo metodo la matrice M, g di transizione dalla base B
alla base canonica C ¢ la matrice che ha per colonne i tre vettori di B (espressi rispetto a C):
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La matrice Még di transizione dalla base canonica C alla base B ¢ quindi la matrice inversa:
ME = P~1. Di conseguenza la matrice B associata a T rispetto alla nuova base ¢ P~1AP:

-2 0 0
B=Mg(T)=P 'AP={0 -2 0
0 0 4

Poiché la matrice Mp(T) ottenuta & diagonale, la matrice di transizione P tale che P~'AP =
Mp(T) & detta diagonalizzante.

|
Esercizio 8.50. Sia
B = {Ul = (1707 1)a V2 = (07_1a0)a U3 = (27070)}

una base di R® e sia T endomorfismo di R® cosi definito:

T(vy) =(3,1,2), T(vs)=(0,1,1),  T(vs) = (6,4,6)

a) Si determini la matrice M(T) associata a T rispetto alla base canonica.
b) Si determini base e dimensione dell’Immagine e del Nucleo di T.
c) Si stabilisca per quali valori di k il vettore v, = (k+ 1,0, k) appartiene all’Immagine di T.

SOLUZIONE:

a) Per determinare T'(e;), dobbiamo ricavare le coordinate di e; rispetto alla base B. Non & perd
necessario risolvere le tre equazioni zvy 4+ yvs + zv3 = e; in quanto seplicemente:
1 1

€1 = 5“37 €2 = —U2, €3 = U1 — 57}3

Di conseguenza
1
T(e1) = iT(Us) =(3,2,3)
T(ez) = —T(v2) = (0,-1,-1)

T(e3) = T(vl) - ET(’Ug) = (Sv 1a2) - (3a273) = (Ov -1, 71)

2
e
(3 0 0
MT) =2 -1 -1
3 -1 -1
b) Riduciamo M (T') a gradini
131 [t 0 0] 1 0 0
I1-2/3r{o0 -1 —-1| = 0o -1 -1
Inr—1 |0 -1 —1j IIT—1I1|0 0 0

Quindi
dim(Im
B(Im(T

T)) =rg(M(T)) =2
) = {(37273)7 (0, -1, _1)}

Sappiamo gia che dim(N(7T')) = 3 —rg(M(T')) = 1. Per determinarne una base risolviamo il
sistema omogeneo associato a M (T):

(
)

z=0
{96:0 =< y=—-t = BN(T))={(0,-1,1)}
—y—2z2=0

z=1

c) 1l vettore vy = (k + 1,0,k) appartiene all’Tmmagine di T se & combinazione lineare dei vettori
della base in Im(T):

3.0 | k+1 3.0 | k+1 1 0 | 0
2 -1 | 0 |=31-21{0 -3 | —2k-2|= 111 |0 -1 | -1
3 -1 | &k r—11o -1 | -1 IT-3IIT(0 0 | —2k+1
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Infine, se k = % la matrice completa e incompleta hanno lo stesso rango, quindi il sistema
ammette soluzione e vy, appartiene a Im(7’), mentre se k # %, allora rg(A[b) = 3 > rg(A) = 2,
quindi il sistema non ammette soluzione e v non appartiene a Im(T).

O
Esercizio 8.51. Dati i vettori di R?
vy = (1,0,1), vy =1(0,2,2), w3=(1,1,0),
si consideri la funzione lineare T : R® — R? definita da
T(v1) =(2,0,0), T(ve)=(4,4,4), T(vs)=(0,6,6)

a) Si determini la matrice M(T) associata a T rispetto alla base canonica.
b) Si determini una base del nucleo e dell’immagine di T

SOLUZIONE:

a) Per determinare la matrice M (T') associata a T rispetto alla base canonica dobbiamo calcolare le
immagini dei vettori della base canonica. A tale scopo dobbiamo prima esprimere i vettori della
base canonica come combinazione lineare di vy, v, vs. Risolviamo le tre equazioni xvy + yvs +
zvs = €;, 1 = 1,2, 3, riducendo a gradini contemporaneamente le matrici associate ai tre sistemi:

101 | 100 10 1 | 1 00
021 1] 01 0= 02 1 | 0 1 0=
1 20| 001 Irr—-rjo0 2 -1 | -1 0 1
10 1 | 1 0 O
02 1 | 0 10
Irr—Iimjijo o -2 | -1 -1 1
Di conseguenza
r+z=1 r=1 . . .
Tyt vz =€ = {2y+2=0 ={y=—1 = e1=g5u = Ju2tovs
—2z=-1 z:%
z+2=0 r=—13
V1 + Yvo + 2V3 = €2 = 2y+z:1 = y:i :>e2:7§1)1+1v2+5v3
—2z=—1 z %
r+2z2=0 r=1 ) .
TU+yvp vz =e3 > (2y+2=0 ={y=1 = €= SU1+ Jva — U
—2,2:1 Z:—%

Sfruttando la linearita di T possiamo ora ricavare le immagini degli elementi della base canonica:

1 1 1
T(e1) = §T(U1) - ZT(W) + §T(U3) =(0,2,2)
1 1 1
T(ez) = _iT(Ul) + ZT(vg) + §T(v3) = (0,4,4)
1 1 1
T(es) = §T(vl) + ZT(vg) — §T(’l)3) =(2,-2,-2)
Infine la matrice associata a T rispetto alla base canonica e
0 0 2
MT)=12 4 -2
2 4 =2

In alternativa si poteva untilizzare la matrice di cambiamento di base:



2. SOLUZIONI 233

Infine
2 40 i -1 % 00 2
M(T) = ME(T) = ME(T) - MZ = {0 4 6| =3 & /=24 =2
0 4 6 i3 -3 2 4 -2

b) Riduciamo M(T) a gradini:

1211 1 2 -1
121 [0 0 1
IIT—I1|0 0 0

Quindi M(T) ha rango 2 e una base dell'immagine di T' &
B (Im(T)) - {(07 23 2)7 (27 723 72)}

Risolvendo il sistema omogeneo associato a 1" otteniamo

T = —2t
y=t
z=0

quindi una base del nucleo di T' &

B(N(T)) = {(=2,1,0)}

Esercizio 8.52. Sia T la funzione lineare da R® in R? che associa ai vettori
(1,1,0), (1,-1,2), (0,0,1)
rispettivamente i vettori
(1,1,0,1), (1,2,-1,0), (0,0,1,1)

a) Stabilire se T ¢ iniettiva, suriettiva, biunivoca.

b) Qual ¢ l’immagine div = (2,0,3)?
SOLUZIONE:

a) L’insieme

B={v; =(1,1,0), vo =(1,-1,2), v3 =1(0,0,1)}

forma una base di R®. La matrice associata a T rispetto alla base B di R? e alla base canonica

CdiR*e
1 1 0
eem 120
A=Ms(T) =y -4
1 0 1

Poiché A ¢ 3x4, dim(Im(T")) = rg(A) < 3 e T non pud essere suriettiva e quindi neanche biunivoca.
Calcoliamo comunque esplicitamente il rango di A per stabilire se T' & iniettiva. Notiamo che A
contiene la sottomatrice

1 1 0
1 2 0
0 -1 1

cha ha determinante non nullo. Di conseguenza rg(A) = 3, dim(N(7")) =3 -3 =0e T ¢ iniettiva.
b) Per detereminare 'immagine di v, dobbiamo esprimerlo rispetto alla base B risolvendo l'equazione
xv1 + yvs + zv3 = v a cui ¢ associata la matrice

1 1 0 | 2 1 1 0| 2 1 1.0 | 2

1 -1 0 | O|=II-I{0 -2 0 | —-2|= -1/2IT |0 1 0 | 1

0 2 1 | 3 0 2 1 ] 3 IIT+11{0 0o 1 | 1
r+y=2 r=1

=(y=1 =<y=1 = v=wv; +v2+v3

z=1 z=1
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Per calcolare T'(v) possiamo usare direttamente la definizione
T(U) = T(Ul + g+ U3) = T(Ul) + T(UQ) + T(UZ’») = (L 1,0, 1) + (17 2,-1, O) + (Oa 0,1, 1) = (2a 3,0, 2)

O
Esercizio 8.53. Sia & = {e1,eq,e3} la base canonica di R3. SiaT:R>=>R?la funzione lineare tale
che:
T(e1) =3e1 —ex+e3, T(e2)=e2—e3 T(ez)=2T(e1)+T(e2)
a) Si calcoli la matrice associata a T rispetto ad £.
b) Trovare basi del nucleo e dell’immagine di T e stabilire se T ¢é invertibile.

SOLUZIONE:

Dalla definizione otteniamo

T(el) = (3, —1, 1)
T(e2) = (07 L, _1)
T(es) = 2T(e1) + T(es) = (6,~2,2) + (0,1, —1) = (6, ~1,1)

a) La matrice associata a T rispetto alla base canonica ¢

3.0 6
A=MT)=|-1 1 -1

Riduciamo T a gradini

131 1 0 2
IT+1/310 1 1
IIT+11 [0 0 0

Di conseguenza una base dell’immagine di 7' ¢ B (Im(7T")) = {(3,-1,1), (0,1,—-1)}.
Per trovare il nucleo risolviamo il sistema omogeno associato a T":

r=—2t
{x+2z=0
=

=—t
y+2z=0 Y
z=t

e una base del nucle di 7' ¢ B(N(T)) = {(-2,-1,1)}.

b) Dai conti svolti nel punto precedente vediamo che A ha rango 2, quindi non & invertibile.
Altrettanto I’endomorfismo 7" non & invertibile.

O
Esercizio 8.54. Sia & = {ey,ea,e3} la base canonica di R®. Sia T : R® — R la funzione lineare tale
che:
T(el) =e1 — 2e9 + €3, T(eg) = 2eq — €3, T(eg) =e1 + e3.
a) Si mostri che T ¢ invertibile.
b) Si scriva la matrice associata a T~ rispetto ad £.
¢) Sia W ={x € R® : 21+ 2xy — x3 = 0}. Si trovi una base del sottospazio immagine T(W).
SOLUZIONE:

La matrice associata a T rispetto alla base canonica ¢
1 0 1

2 0
1 1

a) T ¢ invertibile sse lo ¢ la matrice A. Poiché det(A) = 2 # 0 la matrice e T sono invertibili.
b) La matrice associata a T~! & la matrice A~
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¢) Scriviamo esplicitamente gli elementi di W:

I1:—25+t
T9 =S5 Vs,t € R
1‘3:t

Quindi W = (w; = (—2,1,0), wy = (1,0,1)) e T(W) = (T'(w1), T(w2)):

T(wl) =A- w1 = (—2, 6, —3)
T(’w2> =A- Wy = (27 —27 2)

I due vettori trovati sono linearmente indipendenti in quanto non sono uno multiplo dell’altro,
quindi una base di T(W) &

B(T(W))={(-2,6,-3), (2,-2,2)}.
O

Esercizio 8.55. Si consideri la funzione lineare T : R®> — R® la cui matrice rispetto alla base canonica

0 3
M(T)=|-1 1 1
2 1

e sia B={v; = (1,1,0), va = (1,1,1), v3 = (1,0,1)} una base di R>.

a) Si determini la matrice M§(T) associata a T rispetto alla base B nel dominio e rispetto alla base
canonica € nel codominio.
b) Si determini la matrice Mp(T') associata a T rispetto alla base B.

SOLUZIONE:

a) La matrice M§(T) ha per colonne le immagini dei vettori della base B, espresse rispetto alla base
canonica. Calcoliamo quindi le immagini dei vettori v;, utilizzando la matrice M (T):

1 03] 1 1
M(T) vi=|-1 1 1 1| = (0] = T(v)=(1,0,4)
2 2 1] |0 4]
1 0 3] [1] [4]
M(T) vi=|-1 1 1 1| = [1]| = T(v)=(4,1,5)
2 2 1| |1 5]
10 3] [1] [4]
M(T)-vi=|-1 1 1[-|0| = [0] = T(v3)=(4,0,3)
2 2 1| |1 3]
Quindi
1 4 4
MET)=10 1 0
4 5 3

b) La matrice ME(T) ha per colonne le immagini dei vettori della base B, espresse rispetto alla base
B. Dobbiamo quindi esprimere rispetto alla base B i vettori T'(v;), trovati al punto precedente.
Si tratta di risolvere i tre sistemi xv; + yva + zvs = T'(v;) per ¢ = 1,2, 3. Per comodita riduciamo
a gradini i tre sistemi contemporaneamente, affiancando direttamente le tre colonne dei termini

noti:
1 11 | 1 4 4 I-1rr7{1 o o | -3 -1 1
110|010 =1I1-7T]00 -1 | -1 -3 —4
01 1] 45 3 01 1 | 4 5 3
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Di conseguenza

r=-3 r=-3
xv1 +yva +zo3=T(v1) =< —2=-1 =(y=3 =
y+z=4 z=1
T(v1) = —3v1 + 3v2 +v3 =(-3,3,1)5
r=—1 r=—1
avy +yvg+zv3=T(v2) = —2=-3 =(y=2 =
y+z=>5 z=3
T(ve) = —v1 + 209 4+ 3v3 = (—1,2,3)5
=1 z=1
zvp +yva+z2v3 =T(v3) = —2=-4 =y=-1 =
y+z=3 y =

T(vs) =v1 —ve +4vs = (1,—1,4)5
Infine la matrice associata a T rispetto alla base B ¢
-3 -1 1
Mp(T)= 3 2 -1
1 3 4

Notiamo che per calcolare Mg(T) = ME(T) potevamo anche utilizzare le matrici di cambia-
mento di base. Sia infatti P = M§ la matrice di transizione dalla base B alla base canonica &£; P
ha per colonne gli elementi di B espressi rispetto a &:

1 1 1
P=Ms=1|1 1 0
0 1 1
Inoltre la matrice di transizione dalla base canonica £ alla base C ¢ 'inversa di P:
1 0 -1
ME=pP1l=1]-1 1 1
1 -1 0
Infine la matrice di T rispetto alla base B é:
-3 1 1
Mp(T) = ME(T) = ME - M(T)- M5 =P~ ' -M(T)-P=|3 2 -1
1 3 4

]

Esercizio 8.56. Si consideri la base B = {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,1,0)} di R* e sia £ la
base canonica di R*. Sia T : R* — R* la funzione lineare con matrice associata

1 000

1 kK 00
Mg(T):0111
100 1

con k parametro reale.

a) Stabilire per quali valori di k la funzione T & un isomorfismo (cioé iniettiva e suriettiva).
b) Posto k = 1, si trovi una base del sottospazio T-'(W) = {v € R* | T(v) € W}, con W =
((1,0,0,1),(0,1,0,1)).

SOLUZIONE:

a) T & un isomorfismo se il rango di M§(T) @ 4, infatti in tale caso dim(Im(7)) =rg(M) =4 e T &
suriettiva, e dim(N(T)) =4 —4 = 0 e T & iniettiva. In questo caso & probabilmente pit rapido
calcolare il determinante di M, sviluppando rispeto alla terza colonna:

det (ME(T))=1-k-1=k

Quindi T & un isomorfismo se k # 0 quando il rango di M ¢ 4.
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b) La matrice associata a T per k =1 ¢

1 000
1 100
Mg(T):0111
1 00 1

Possiamo procedere in due modi:
— MODO 1. Esprimiamo i due vettori w; = (1,0,0,1) e wy = (0,1, 0,1) come combinazione lin-
eare delle immagini della base B risolvendo i due sistemi M5 (T)|w; e M§(T)|ws. Riduciamo
a gradini le due matrici contemporaneamente:

1000 10 1000 1 0 1000 1 0
110 0 | 01 II—IOIOO\—IIZ> 0100 ] -1 1
01 11| 00 01 11| 0 0 Irr—Iimjo o1 1 | 1 -1
1001 | 11 Iv—1jo0 0 0 1 | 0 1 0001 ] 0 1
Risolviamo il primo sistema zT'(v1) + yT'(va) + 2T (vs) + wT'(v4) = wy:
=1 =1
e YTl S ) = (L1, 1,0)5 = (1,0,0,1)
Z+w= z=1
w = w=20
Risolviamo il secondo sistema zT'(v1) + yT'(vg) + 2T (v3) + wT'(v4) = wo:
y=1 SV ) = (0,1, -2, 1) = (1,1,0,-2)
z4+w=-1 z=—2
w=1 w=1

— MODO 2.Essendo T un isomorfismo possiamo calcolare I'inversa di M (T'):

1 0 0 0
() =nmfr =0 LYY
-1 0 0 1
Quindi
T w) = ME(T™Y) -w! = (1,-1,1,0)5 = (1,0,0,1)
T Hwy) = ME(T™Y) - wl =(0,1,-2,1)5 = (1,1,0, -2)

O

Esercizio 8.57. Dati i vettori v; = (1,1,0), vy = (0,2,0) e vs = (0,1,1), sia T l’endomorfismo di R
tale che T'(v1) = v, T(vg) = vs e T(v3) = v1.

a) Determinare la matrice associata a T rispetto alla base B = {v1, va, vs3}.
b) Determinare la matrice associata a T rispetto alla base canonica.
c) Determinare il nucleo di T e trovare (se esiste) una controimmagine di (5,1, —11).
SOLUZIONE:
a) Dalla definzione di T si ha
T(?]l) =vo=0-v1+1-v9+0-v3= (O,I,O)B
T(’UQ) :U3:O"U1+O‘U2+1'1}3 == (0,0,1)3
T('Ud) = V1 = ]."Ul +0'U2+0'U3 = (1,0,0)5

quindi la matrice associata a T rispetto a B e

ME(T) =

o = O
= o O
OO =



238 8. APPLICAZIONI LINEARI

b) Senza la necessita di impostare un sistema ¢é facile scrivere gli elementi della base canonica come
combinazione lineare degli elementi della base B e quindi trovarne I'immagine attraverso a 7"

1 1 1 3 1
q=ni-sn S T(e)=T() = 5 T(w) = v — 5= (0,2,_2)
1 1 1 11
€2=35702 = T(e2) = iT(W) =3 = (07 ok 2)

1 1 1 1 1
3=tz =502 = T(€3):T(U:s)*iT(vz):vlfiv?,: (1,2,2)

Quindi la matrice associata a T rispetto alla base canonica e

= =

1
2

1
2

NFNI= O

¢) E immediato verificare che det (ME(T)) =1, quindi rg (M5 (T)) = rg(M(T)) = 3. Di conseguen-
za dim(N(T))=0e N(T) ={(0,0,0) }.

T ¢ suriettiva, quindi esiste una controimmagine per ogni elemento di R®. Per trovare una

controimmagine di v = (3,7, —14) ci conviene forse usare la matrice M (T) risolvendo il sistema

M(T)|v:
0o 0 1 | 3 2111 [-1 1 -1 | -28 -1 1 -1 | -28
31 % %1 | 7 |=2 |3 1 1 | W4|=II+3I|0 4 -2 | =70
-1 7 -1 -4 I [0 0 1 | 3 0o 0o 1 | 3
—x+y—z=-28 =9
= 4q2y—z2=-35 = qy=-—16
z2=3 z=3

Quindi T(9,—16,3) = (3,7, —14) e la controimmagine di v & (9, —16, 3).

Esercizio 8.58. Sia S : M,(R) = M,(R) la funzione lineare cosi definita:
S(A)=A- A"

a) Si determini il nucleo e l'immagine di S.
b) Posto n =2, si determini la matrice associata a S rispetto alla base

S (I o B | B )
0 o}’ 1 0|’ 0 0|’ 0 1
c) Pern =2, la funzione lineare S & diagonalizzabile?
SOLUZIONE:
a) Per definizione
N(S)={A e M,(R)| A= A"} = { matrici simmetriche di M, (R)}

Provando a calcolare S(A) per qualche A si vede che le matrici S(A) = B = [b; ;] ottenute
hanno necessariamente tutti zero sulla diagonale e hanno b; ; = —b;; per ogni i # j. Quindi:

Im(S) ={AeM,(R)| A= — A"} = { matrici antisimmetriche di M, (R)}

b) Sia

10 0 0 0 1 0 0
e e e
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La matrice associata a S rispetto a B ha per colonne le immagini degli elementi di B, espresse
rispetto a B:

0 0
S(Al):Al_A,{: 0 0:| :(0707()’0)8
:0 -1
S(Ap) = Ay — AT = | O}ZAZ—AP):(O,L—LO)B

S(Ag) = Ag — AT = | ¥ 1} — As+ Ay = (0,—1,1,0)5

-1 0
s [0 0
S(Ay) =A4— Ay = 0 0 =(0,0,0,0)n
Quindi
0 0 0 0
0 1 -1 0
Ms($)=1g -1 1 o0
0 O 0 O
c¢) Calcoliamo il polinomio caratteristico di M:
—-A 0 0 0
B 0 1-A -1 0| .5,
pu(A) = det 0 11— o0 =X(A=-2)
0 0 0 —A
M ha due autovalori A = —2, singolo, e A = 0 di molteplicita algebrica 3, quindi & diagonalizzabile
se autospazio E(0) ¢ di dimensione 3.
0 0 0 0 &=t
)=~ |V T TSV TS L im(E @) = 3
0 0 0 0 W=7

quindi S ¢ diagonalizzabile.

Esercizio 8.59. Sia S : M,(R) — M, (R) la funzione lineare cost definita:
S(A) = A+ AT

a) Si determini il nucleo e l'immagine di S.
b) Posto n =2, si determini la matrice associata a S rispetto alla base

s={p ) [ ) [ )

c) Pern =2, la funzione lineare S & diagonalizzabile?

SOLUZIONE:
a) Per definizione
N(S)={A e M,(R)| A=—A"} = { matrici antisimmetriche di M, (R)}

Notiamo che una matrice B = [b; ;] ¢ antisimmetrica se ha tutti zero sulla diagonale e b; ; = —b; ;

per ogni i # j.
Provando a calcolare S(A) per qualche A si vede che le matrici S(A) = B = [b; ;] ottenute
hanno o b; ; = b;; per ogni ¢ # j, mentre non si ha nessuna condizione su b; ;. Quindi:

Im(S) = {A € M, (R) | A= A"} = { matrici simmetriche di M,(R)}

10 1 -1 11 0 0
Sl O Et O R B

b) Sia
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La matrice associata a S rispetto a BB ha per colonne le immagini degli elementi di B, espresse
rispetto a B:

S(A) = A+ AT = |2 01 =24, = (2,0,0,0)
r [2 0]
S(Ay) = A+ A5 = 0 0 =2A4; =(2,0,0,0)5
r [2 2]
S(A3) = Az + Az = 5 0 =2A5=(0,0,2,0)5
+ [0 0]
S(Ay) =As+ Ay = 0 2| = 244 =(0,0,0,2)5
Quindi
2 2 00
0 0 0O
M) =15 0 2 0
0 0 0 2
¢) Calcoliamo il polinomio caratteristico di M:
2—-X 2 0 0
puN) =det | O A 0 0y

0 0 2-2A 0
0 0 0 2-A

M ha due autovalori A = 0, singolo, e A = 2 di molteplicita algebrica 3, quindi e diagonalizzabile
se 'autospazio F(2) & di dimensione 3.

0 2 00 =1
E(2) = N(M —2I) : 8 _02 8 8 = Zis = dim(E(2)) =3
0 0 0 0 S

quindi S ¢é diagonalizzabile.

Esercizio 8.60. Si f : Ro[z] — Re[z] lapplicazione lineare definita ponendo
flaz* +bx+c)=(a—b)x*+(b—c)x+a—c
a) Si trovi la matrice rappresentativa di tale applicazione rispetto alla base
B= {302—1—27 r—1, m+1}
b) Si trovi la dimensione e una base di N(f) e Im(f).

SOLUZIONE:

Ricordiamo che a ogni polinomio ax?+bx+c di Ra[r] possiamo associare le sue componenti (a, b, ¢) rispetto
alla base canonica C = {.132, x, 1}, ovvero a ogni polinomio di Ra[x] associamo un vettore di R3. Di
conseguenza ai polinomi di B possiamo associamo i tre vettori

b1 = (17072)a P2 = (07 1a _1)7 pP3 = (07171)

che formano una base di R>.
Analogamente possiamo considerare f : R®> — R? tale che

fla,b,c)=(a—b, b—c, a—c)

a) Calcoliamo I'immagine di p1, p2, ps che poi dovremo esprimere come combinazione lineare di
P1, P2, P3-

~
)
=
=
~—
I

f(l,O,Q) =(1 —2,—1)
f(pQ) = f(ov 1, _1) = (_1727 1)
f(pS) = f(oa 1, 1) - (*1707 71)
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Si tratta ora di risolvere le tre equazioni xp; + yp2 + zp3 = f(p;) per i = 1,2, 3, per esprimere
f(p:;) come combinazione lineare di p1, p2, p3. Riduciamo quindi a gradini la matrice associata
a ognuna di tale equazioni, scrivendo le tre colonne dei termini noti contemporaneamente:

1 0 0
0 1 1
2 -1 1
1
0
IIT+11 (0

1 -1

-1 1
0| 1
1| -2
2

|
|
|
0
1
0 | -5

-2 2 0
-1

-1

1 0 0] 1 -1 —1
= 0 1 1] -2 2 0=
mr—2r0 -1 1 | =3 3 1
-1 -1
2 0
5 01

Risolviamo ora i tre sistemi, considerando separatamente le tre colonne dei termini noti.

f(pl)i

f(P2) :

f(p3) :

r=1
y+z=-2
22 = -5
r=-1
y+z=2
22=05
r=—1
y+z=0
2z=1

=

=

=

Tr =
y:
z =
Tr=—
y:
z =

jor |

Tr =

ISIE

z =

1

| o=
ojot

N—= =

= =

1 5
> = 1777_7

15
2'2)

),

= ) = (-1,

= f(p3) = <_1’_;7;

Infine la matrice cercata ¢ la matrice che ha f(p;)g come colonne:

1 -1 -1
1 1
Ms(f)={35 -3 —3
_5 5 1
2 2 2
Notiamo che avevamo ottenuto f(p2) = —f(p1), quindi alcuni calcoli potevano essere evitati.

b) Per rispondere alla seconda domanda possiamo procedere in due modi
— Lavorare sulla matrice Mg(f) trovata, ricordando poi di trasformare rispetto alla base
canonica i vettori trovati.
— Determinare la matrice M (f) associata a f rispetto alla base canonica
In ogni caso possiamo osservare che f(p2) = —f(p1) (la matrice ha due colonne linearmente
dipendenti), quindi sicuramente dim(Im(f)) < 2 e dim(N(f)) > 1.
Consideriamo entrambi i modi.
— Riduciamo a gradini la matrice Mp(f):

1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
211 {1 -1 -1|= II-I1 (0 0 O |=1IIT|0 O 3
2IIT | -5 5 2 IIT+51{0 0 3 7110 0 O

L’immagine di f & generata da f(p;), ¢ = 1,2,3, ovvero dalle colonne di Mg(f), mentre il
nucleo ¢ dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a Mp(f), quindi

dim(Im(f)) = rg(Ms(f)) =2, dim(N(f)) =3 —rg(Mp(f)) =1

Per scrivere esplicitamente immagine e nucleo dobbiamo tornare a esprimerei vettori rispet-
to alla base canonica. L’immagine di f & generata dai vettori linearmente indipendenti
corrispondenti alla prima e terza colonna di Mp(f). Quindi

1 5
573

11
"3

f(p1) = (1, )82(17—2,—1)::102—23:—1

f@@(lq )B(Lmnﬁl

e una base di Im(f) ¢ data da

B(Im(f)) = {x2 —2x—1,2% — 1}
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Analogamente per determinare il nucleo dobbiamo risolvere il sistema omogeneo associato a
Mp(f):
r=1t

{x—y—z: =dy=t =(1,1,0)5-¢

B z=0
Poiché

(1,1,0)g=1-p1+1-pp+0-p3=(1,1,1) =2+ +1
una base del nucleo di f &
B(N(f)) = {2* + = + 1}

In alternativa potevamo determinare la matrice M (f) associata a f rispetto alla base canon-
ica:

f(a?) = f(1,0,0) = (1,0,1)
F(2) = £(0,1,0) = (~1,1,0)
f(1) =£(0,0,1) = (0, -1,-1)
quindi
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
M(f)=10 1 -1|= 0o 1 —-1|= 0o 1 -1

1 0 -1 nr-rjo 1 -1 Inr—I1m{o o 0
Quindi una base dell’immagine e data dai vettori corrispondenti alla prima e seconda colonna:
B(Im(f)) = {(1,0,1), (-1,1,0)} = {2® + 1, -2 + =}

11 nucleo & dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a M(f):

r=1
{5_328 S {y=t = BN = {111} = {e? +2+1)



CAPITOLO 9

Diagonalizzazione di matrici e applicazioni lineari

Esercizio 9.1. Verificare che v = (1,0,0,1) ¢ autovettore dell’applicazione lineare T cosi definita
T(x1, 2, T3, 24) = (221 — 223, —21 + 2T2 + 3 + T4, T3, T1 — 223 + T4q)
Determinare inoltre il relativo autovalore.
Esercizio 9.2. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare definita da
T(z,y,2)=(z, y+3z, x+y—2)

a) Verificare che i vettori vi = (0,3,1), va = (0,—1,1) e v3 = (—1,1,0) sono autovettori di T e
determinare i rispettivi autovalori.

b) Verificare che linsieme B = {v1, va, v3} & una base di R®.

c) Determinare la matrice (diagonale) D associata a T rispetto alla base B.

d) Determinare la matrice diagonalizzante P (cioé la matrice P tale che P"*AP = D).

Esercizio 9.3. Sia T lendomorfismo di R® definito da

110
A=10 3 O
0 0 2

a) Stabilire se esistono autovettori di T ed eventualmente determinarli.

b) Stabilire se T ¢ diagonalizzabile.

c¢) Determinare la base rispetto alla quale T ha matrice associata D diagonale e determinare la
matrice diagonale D e la matrice P diagonalizzante (cioé tale che P"*AP = D).

Esercizio 9.4. [Esercizio 4) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]
Quali sono gli autovalori di una matrice diagonale? E di una matrice triangolare?

Esercizio 9.5. [Esercizio 9) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]

Riconoscere che le due sequenti matrici M sono diagonalizzabili, e calcolare per ciascuna di esse una
matrice P diagonalizzante (tale cioé che valga P~*MP = D, con D matrice diagonale; ricordiamo che P
¢ una matrice le cui colonne sono autovettori di M ).

1 2 3
M=10 3 1|, M=
00 4

o O O N
OO W=
O Ot =
N O OO

Esercizio 9.6. Date le matrici
-1 1 -1 2 -3 4
=l o= =l
a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.

b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

Esercizio 9.7. Date le matrici

21 0 -3 1 -1 1 -3 3
A=10 1 -1 B=|-7 5 -1 C=1|3 -5 3
0 2 4 -6 6 -2 6 —6 4

a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.
b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
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c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

Esercizio 9.8. Si consideri la matrice

A:

= O
S OO
=)

a) Determinare autovalori e autovettori di A.
b) Stabilire se la matrice A é diagonalizzabile.

Esercizio 9.9. Sia T : R® — R® Uendomorfismo a cui é associata la matrice

2 0 0
A=10 -2 -6
0 2 5

a) Si determinino gli autovalori di T e si stabilisca se T é diagonalizzabile.
b) Si determini una base di R® formata da autovettori di T.

2 2
A= s
Si determini il polinomio caratteristico pa(\) e gli autovalori di A.
Si determini l'autospazio E(X) relativo ad ogni autovalore X trovato.
Si verifichi che A é diagonalizzabile.
Si trovi la matrice invertibile P tale che P~YAP sia diagonale (una tale matrice P ¢ detta

diagonalizzante ed ha per colonne gli autovalori di P).
e) Si trovi la matrice diagonale B simile alla matrice A.

Esercizio 9.10. Si consideri la matrice

o0 T
SN N N N

Esercizio 9.11. Si ripeta [’esercizio precedente con le matrici

1 -3 3
Aﬁg] A=1|3 -5 3
6 —6 4

Esercizio 9.12. Sia T : R® — R® Uapplicazione lineare definita da
T(ac,y,z) = (.’E, y+32a T+Y— Z)
a) Si determinino gli autovalori, autovettori e autospazi di T.
b) Si stabilisca se T ¢é diagonalizzabile, e in caso positivo si determini la matrice P diagonalizzante.

¢) Si determini una base B di R? tale che la matrice associata a T rispetto a B sia diagonale e si
determini esplicitamente tale matrice diagonale.

Esercizio 9.13. [Esercizio 21) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti,
Scapellato]

Discutere la diagonalizzabilita delle sequenti matrici al variare del parametro reale k.

1 10 1 1 0 3 1 5 1 1 0
A=10 k£ O B=|(0 k£ 1 C=10 k 4 D=0 k£ O
0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Esercizio 9.14. Sia S Uendomorfismo di R* con matrice associata

1 2 2 4
0 1 0 0
A= 0 -1 0 -2
0 1 0 2

rispetto alla base canonica.

a) Determinare autovalori e autovettori di S.
b) Stabilire se S & diagonalizzabile e in caso positivo individuare la matrice diagonalizzante.
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Esercizio 9.15. Sia T l’endomorfismo di R® cos definito:

1
T(z1, 22, 23) = (9617!51 - 25537562) .

a) Calcolare gli autovalori e gli autovettori di T

b) T diagonalizzabile?

c) Se al campo dei numeri reali si sostituisce quello dei numeri complessi, [’endomorfismo di C? che
si ottiene é diagonalizzabile?

Esercizio 9.16. Sia
1
A= |0
11 -1
la matrice associata all’applicazione lineare T : R® — R? rispetto alla base
B={1,1,0), (0,3,0), (0,1,1) }

a) Si determinino gli autovalori di T.
b) Si determinino gli autovettori e gli autospazi di T
c) Si stabilisca se T' & diagonalizzabile.

Esercizio 9.17. Sia B = {v; = (1,0,0),v2 = (1,1,0),03 = (1,1,1)} una base di R® e sia S
Uendomorfismo di R® con matrice associata rispetto a B

5 2 -2
A=Mp(S)=[1 6 -5
3 -3 4

a) Trovare gli autovalori (reali) di S.
b) Trovare gli autovettori di S e stabilire se S é diagonalizzabile.

Esercizio 9.18. Sia T l’endomorfismo di R* definito dalla matrice

2 0 -2 0
-1 2 1 1
A= 0 0 1 0
1 0 -2 1

Stabilire se T e diagonalizzabile.

Esercizio 9.19. Si consideri la matrice ad elementi reali

20 3 0
02 5 7
A= 00 -1 0
00 8 -1

a) Determinare autovalori e autovettori della matrice data.
b) Stabilire se la matrice data diagonalizzabile.

Esercizio 9.20. Data la matrice

20 0 1
1 1 k-1 4
M= 1 0 k 4
0 0 0 1

a) Discutere la diagonalizzabilta di M al variare del parametro k € R.
b) Fissato a piacere un valore di k per cui M é diagonalizzabile, determinare per tale k la matrice

P diagonalizzante.

Esercizio 9.21. Sia A la matrice dipendente dal parametro reale

1 0 0 0
k—3 2—-k 0 —k
A= 0 0 1 0

2—k k 0 k+2
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a) Discutere la diagonalizzabilta di A ol variare di k.
b) Determinare una base di R* costituita da autovettori di A per un valore opportuno di k.

Esercizio 9.22. Data la matrice

o
N OO
w I~
o oo

1

a) St discuta la diagonalizzabilta di M al variare del parametro k € R.
b) Per k =2, si determini una base di R* formata da autovettori di M.

Esercizio 9.23. Si considerino le matrici

1 0 3 2 0 0
A=10 1 4 e B=|k 1 0
0 0 2 5 k—2 1

a) Determinare per quali valori di k la matrice B ¢ diagonalizzabile.
b) Stabilire per quali valori di k le due matrici A e B sono simili.

Esercizio 9.24. Siano A e B le matrici reali

1 0 4 3 0 0
A=10 1 2 e B=|k 1 0
0 0 3 5 k-1 1

Determinare, se esistono, i valori del parametro reale k per cui A e B sono simili.

Esercizio 9.25. Considerare le matrici

2 10 1 10 1 11
A=10 2 0 B=1|0 2 0 C=10 t 0
0 01 0 0 2 0 0 2

a) Determinare gli autovalori e gli autovettori di A e di B.
b) Stabilire se A e B sono simili.
c) Esistono valori di t per cui C e B sono simili?

Esercizio 9.26. Siano A e B le matrici sequenti

1 0 3 2 0 0
A=|0 1 4 B= |k 1 0
0 0 2 5 k=21

a) Dire per quali valori del parametro reale k la matrice B é diagonalizzabile.
b) Per k = 3 le due matrici possono essere associate allo stesso endomorfismo?

Esercizio 9.27. Sia T Uendomorfismo di R® associato alla matrice

6 3 -1
A=12 7 -1
2 3 3

a) Stabilire se 4 é autovalore di A. Calcolare gli autovalori e autovettori di A.

b) La matrice A é diagonalizzabile per similitudine? In caso affermativo, indicare una matrice
diagonalizzante.

¢) Sia C la matrice dipendente da t € R:

4 1 0
C=10 4 0
0 0 ¢
Esistono valori dit € R per cui A e C siano simili?

Esercizio 9.28. Si consideri la matrice ad elementi reali
3—k -1 0
A= k 2 k

0 1 3-k

a) Determinare gli autovalori della matrice A.
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b) Stabilire per quali valori del parametro reale k la matrice data é diagonalizzabile.

Esercizio 9.29. Sia S Uendomorfismo di R* con matrice associata

3.0 1/2 0
—2 b b=3 0
A=19 0 3 o
00 0 2

rispetto alla base canonica.

a) Determinare autovalori e autovettori di S.
b) Trovare i valori di b per i quali S ¢ diagonalizzabile.

Esercizio 9.30. Sia A la matrice reale dipendente dal parametro k

1 0 k?
A=1{0 k£ O
1 0 1

a) Determinare per quali k la matrice A ¢ diagonalizzabile.
b) Per i valori determinati in a), trovare una base di R® formata da autovettori di A

Esercizio 9.31. Si consideri la matrice

1 0 -1 1
0 k£ O 0
A= -1 0 1 -1
3 0 O 3

a) Calcolare gli autovalori di A.
b) Stabilire per quali valori reali di k la matrice A diagonalizzabile.

Esercizio 9.32. Sia T l'endomorfismo di R® la cui matrice rispetto alla base canonica ¢

-4 -1 3
A=|-6 1 3
-12 -2 8

a) Stabilire se A ¢ diagonalizzabile e, in caso positivo, determinare una matrice P tale che P~ AP
sia una matrice diagonale.
b) Determinare, se esistono, i valori di k per cui la matrice

1 0 1
B=10 2 k+1
0 0 k

puo essere associata al medesimo endomorfismo T.

Esercizio 9.33. Sia T' ’endomorfismo di Ra[x] che associa al polinomio p(x) = ax? + bx + ¢ € Ra|7]
il polinomio
T(p(z)) = (a + kb)z? + (ka + b)x + ke.

a) Trovare la matrice associata a T rispetto alla base {z*, x,1}.
b) Calcolare gli autovalori di T .

1. Suggerimenti

Sia T : R™ — R" una applicazione lineare (endomorfismo) e M la matrice associata rispetto a una
base B di R". Parleremo quindi indifferentemente di T' e M.

Il Polinomio caratteristico di M ¢ il polinomio
par(A) =det (M — AI)

Notiamo che pps(\) € un polinomio di grado n nell’incognita A.
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Un Autovalore di M ¢ un numero A per cui esiste un vettore v € R™ non nullo tale che

Muv = \v

(OSSERVAZIONI:

Se A é un autovalore di M allora per qualche v # 0:
Mv=M = (M—X)v=0 = det(M —A[)=0

quindi gli autovalori di M sono gli zeri del polinomio caratteristico, ovvero si determinano
risolvendo

det (M — \I) =0

La molteplicita di A come zero del polinomio caratteristico ¢ detta molteplicita algebrica
dell’autovalore .

Un Autovettore relativo a un autovalore A & un vettore v (e sicuramente ne esistono non nulli) tale

che

Mv=X = (M—-X)v=0

Quindi v e soluzione del sistema omogeneo associato a M — Al.

OSSERVAZIONI:

L’insieme degli autovettori relativi ad un autovalore A formano uno spazio vettoriale (sottospazio
di R"), detto Autospazio relativo all’autovalore \:

E(X\) = { autovettori relativi a A }

Chiamiamo Molteplicita geometrica di A la dimensione di E(A).

Gli autovettori relativi all’autovalore A = 0 formano il nucleo di M, ovvero le soluzioni del sistema
omogeneo associato a M.

Per quanto riguarda la dimensione di E(A) abbiamo che
1 < dim (E(X)) < molteplicita algebrica di A
In particolare se un autovalore é singolo, allora il relativo autospazio ha sicuramente dimensione
1.
Autovettori di autospazi distiniti sono linearmente indipendenti.

Poiche gli endomorfismi sono applicazioni di uno spazio in se stesso, la base dello spazio di arrivo
e di partenza & sempre la stessa (a differenza di quanto poteva accadere negli esercizi del capitolo
precedente).

Diagonalizzabilita.

Una matrice M, n X n, ¢ Diagonalizzabile se ¢ simile a una matrice diagonale D, ovvero esiste
una matrice P, detta matrice diagonalizzante, tale che P~'M P = D & una matrice diagonale.

(OSSERVAZIONI:

Poiché P~'MP = D, le matrici M e D sono simili.
La matrice diagonalizzante P ha per colonne autovettori linearmente indipendenti di M.
P~ 'MP = D ha sulla diagonale gli autovalori di M.

Una matrice M, n x n, ¢ Diagonalizzabile se la somma delle molteplicita geometriche dei
suoi autovalori € n, ovvero se la somma delle dimensioni dei suoi autospazi ¢ n, ovvero se ha n
autovettori linearmente indipendenti.

Condizione necessaria perché una matrice sia diagonalizzabile ¢ che la molteplicita algebrica
e geometrica dei suoi autovalori coincidano.
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e Se M ha n autovalori distinti allora ¢ sicuramente diagonalizzabile (infatti ha sicuramente n
autospazi di dimensione 1).

e Se una matrice M ¢ diagonalizzabile allora esiste una base di R" formata da autovettori di
M. La diagonalizzazione sottintende infatti un cambiamento di base in R".

e Due matrici diagonalizzabili sono associate allo stesso endomorfismo (rispetto a basi differenti)
se sono simili alla stessa matrice diagonale (ovvero hanno gli stessi autovalori). Analogamente se
solamente una delle due matrici ¢ diagonalizzabile allora non possono essere associate allo stesso
endomorfismo.

e Le matrici e gli endomorfismi simmetrici godono di particolari proprieta.

2. Soluzioni

Esercizio 9.1. Verificare che v = (1,0,0,1) é autovettore dell’applicazione lineare T cosi definita
T(z1,z2,23,24) = (221 — 223, —x1 + 202 + 3 + x4, T3, T1 — 223 + T4)

Determinare inoltre il relativo autovalore.

SOLUZIONE:
Calcoliamo T'(v):

T(1,0,0,1) = (2, —=1+1,0, 1+1)=(2, 0, 0, 2) =2-v

Quindi v ¢ autovettore associato all’autovalore 2.

Esercizio 9.2. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare definita da
T(.’E,y,Z) = ((E, y+321 T+Y— Z)

a) Verificare che i vettori vi = (0,3,1), vy = (0,—1,1) e v3 = (=1,1,0) sono autovettori di T e
determinare i rispettivi autovalori.

b) Verificare che Uinsieme B = {v1, va, vz} é una base di R3.

c) Determinare la matrice (diagonale) D associata a T rispetto alla base B.

d) Determinare la matrice diagonalizzante P (cioé la matrice P tale che P"*AP = D).

SOLUZIONE:
a) Calcoliamo le immagini dei vettori v;:
T(v1) = T(0,3,1) = (0,6,2) = 201,
T(vy) =T(0,—1,1) = (0,2, —2) = —2u0,
T(vs) =T(-1,1,0) = (-1,1,0) = v3
quindi v; € autovettore rispetto all’autovalore 2, vy € autovettore rispetto all’autovalore —2, v3 &

autovettore rispetto all’autovalore 1.
b) Verifichiamo che la matrice associata ai tre vettori vy, v2 e vs ha determinante non nullo:

0 0 -1
det [3 —1 1| =-1-3+1)#0
1 1 0

I tre vettori sono quindi linearmente indipendenti e formano una base di R?.
¢) Abbiamo gia visto che vy, vs e vz sono autovettori, quindi:

T(Ul) =2v1 =201 +0vy +0vg = T(Ul) = (2,0, O)B
T(?}g) = —2v9 = 0vy — 2v9 + Ovg = T(UQ) = (O, -2, O)B
T(’Ug) = vg = vy + Ovg + lug = T(’Ug) = (0, 0, 1)5
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e la matrice associata a T rispetto alla base B ¢ la matrice diagonale

2 0 0
D=Ms(T)=|0 —2 0
0 0 1

Notiamo che D e la matrice che ha sulla diagonale gli autovalori relativi ai tre autovettori che
formano la base.

d) Utilizzando il metodo della matrice di transizione per determinare la matrice D, sappiamo che la
matrice P = M g di transizione dalla base B alla base canonica C ¢ la matrice che ha per colonne
i tre vettori di B (espressi rispetto a C).

La matrice Még di transizione dalla base canonica C alla base B & quindi la matrice inversa:

Més = P~!. Di conseguenza la matrice D associata a T rispetto alla nuova base ¢ D = P~ 1AP.
La matrice

0o 0 -1

P=M§=13 -1 1

1 1 0

& quindi la matrice diagonalizzante cercata.
|

Esercizio 9.3. Sia T Uendomorfismo di R® definito da
1 10
A=10 3 0
0 0 2

a) Stabilire se esistono autovettori di T ed eventualmente determinarli.

b) Stabilire se T ¢ diagonalizzabile.

c) Determinare la base rispetto alla quale T ha matrice associata D diagonale e determinare la
matrice diagonale D e la matrice P diagonalizzante (cioé tale che P~YAP = D).

SOLUZIONE:
Risolviamo questo esercizio utilizzando la sola definizione di autovalore e autovettore.
a) Un autovalore di T' ¢ un numero A € R per cui esiste un vettore v = (x,y, z) non nullo tale che
T(v) = Av. T vettori v tale che T'(v) = Av sono detti autovettori di T relativi a A. Si tratta quindi
di verificare per quali A € R l'equazione T(v) = Av ammette soluzione non nulla. Impostiamo
I’equazione:

1 1 0 x Az T4y Ax
Tw)=M = A-v=X = |0 3 0 yl = [y = 3y | = |y
0 0 2 z Az 2z Az
T+y=Ar 1-XNz+y=0 11—\ 1 0 |0
= (3y=X\y = ¢ (B3=XNy=0 = 0 3-Xx 0 | O
2z =Mz (2=XNz= 0 0 2-Xx 10

Quindi T'(v) = Av ammette soluzione v # 0 se e solo se il sistema omogeneo trovato ha soluzione
non nulla. Sappiamo che un sistema omogeneo in tre incognite ammette altre (infinite) soluzioni
oltre a quella nulla se la matrice dei coefficienti ha rango minore di 3. Quindi 7" ha degli autovettori
se la matrice dei coefficienti determinata ha rango minore di tre, ovvero determinante nullo:

1—A 1 0
det | O 3—A 0 =1-M)B=-N2-X)=0= Ax=1,3,2
0 0 2—A
Consideriamo i tre casi
— Se A =1 otteniamo il sistema omogeneo

01 0] O y=0 r=1
0 2 0] 0l]=X2y=0 =<y=0
00110 z=0 z=0

Quindi tutti i vettori del tipo (¢,0,0), ¢ € R sono autovettori di T relativi all’autovalore 1:
T(t,0,0)=A-(t,0,0) = (¢,0,0).
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L’insieme di tali autovettori ¢ detto autospazio relativo all’autovalore 1:
E(1) =((1,0,0))

— Se A = 3 otteniamo il sistema omogeneo

-2 1 0 | 0 =1
2 4y=0

0 0 0 [0 =>{ vy = qy=2

0 0 -1 1] 0 —2=0 L —0

Quindi tutti i vettori del tipo (¢,2¢,0), ¢ € R sono autovettori di T relativi all’autovalore 3:
T(t,2t,0) = A-(t,2t,0) = (3t,6t,0) = 3 - (¢, 2t,0).
L’insieme di tali autovettori € detto autospazio relativo all’autovalore 3:
E(3) = (1,2,0))
— Se A = 2 otteniamo il sistema omogeneo

-1 1.0 | 0 =0
_ =0
10|0;»{x+y ={y=o0
0010 y=0
Quindi tutti i vettori del tipo (0,0,t), t € R sono autovettori di T relativi all’autovalore 2:
T(0,0,t) = A-(0,0,t) = (0,0,2t) = 2-(0,0,1).

z=1

L’insieme di tali autovettori ¢ detto autospazio relativo all’autovalore 2:
E(2) = ((0,0,1))

b) T & diagonalizzabile se rispetto a una opportuna base ha associata una matrice diagonale, ovvero
se esiste una base di R? formata da autovettori di 7. Prendiamo un autovettore relativo a ciascun
autovalore:

vy = (1,0,0), w2 =(1,2,0), w3=(0,0,1)

e stabiliamo se sono linearmente indipendenti calcolando il determinante della matrice associata
ai tre vettori:

110
det [0 2 0] =1-2-1#£0
00 1

Quindi i vettori sono linearmente indipendenti e B = {v1, va, v3} & una base di R?® formata
da autovettori di T, dunque T e diagonalizzabile. In realta autovettori relativi ad autovalori
differenti sono sempre linearmente indipendenti.

¢) Abbiamo gid determinato la base al punto precedente. Inoltre

T(vl) =1 = T(Ul) = (17 Oa O)B 1 0 O
T(’Ug) =3vy = T(’Ug) = (073,0)3 = MB(T) =D=10 3 0
T(’Ug) =2v3 = T(’U3) = (0,0,2)5 0O 0 2

Notiamo che D e la matrice che ha sulla diagonale gli autovalori relativi ai tre autovettori che
formano la base.

La matrice P diagonalizzante (cioé tale che P"'AP = D) ¢ la matrice di transizione dalla
base B alla base canonica C cioe la matrice che ha per colonne i tre vettori di B (espressi rispetto

a C):

P= Mg =

O O =
SN =
= O O

Infatti Mg(T) = MEZ - M(T) - M.
O

Esercizio 9.4. [Esercizio 4) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]
Quali sono gli autovalori di una matrice diagonale? E di una matrice triangolare?
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SOLUZIONE:

Un numero A € R & un autovalore di una matrice M se esiste v # 0 tale che Mv = Av, ovvero (M —AI)v = 0.
Il metodo piu semplice per verificare tale condizione € determinare per quali valori di A si ha

det(M — A\I) =0

Se M & una matrice triangolare o diagonale resta tale anche la matrice M — AI. Inoltre se

ail a2
0 az ass
o 0 0 ass .
M=140 0 0 au =
0 0 0o ... 0 apn
a;n — A a2
0 a22- a3
oo 0 am—A ...
M=A=1 " 0 0 au—\ =
0 0 0 o 0 app—A

det(M — AI) = (a1 — A) - (@22 = A) - -+ - (Gpp — A)
Di conseguenza A € un autovalore di M se e verificata una delle condizioni
A=a, A=as92, ... , A=apn,
ovvero gli autovalori di una matrice M triangolare o diagonale sono gli elementi della diagonale di M:
A=ai1, G22,..., Qun,
|
Esercizio 9.5. [Esercizio 9) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]
Riconoscere che le due sequenti matrici M sono diagonalizzabili, e calcolare per ciascuna di esse una

matrice P diagonalizzante (tale cioé che valga P"*MP = D, con D matrice diagonale; ricordiamo che P
¢é una matrice le cui colonne sono autovettori di M ).

1
M= 10
0

S W N
= =W
=
Il
S O O N
OO W=
S O =
N O OO

SOLUZIONE:

Risolviamo questo esercizio utilizzando la sola definizione di autovalore e autovettore.

Consideriamo la matrice
1 2 3
M=1]0 3 1
0 0 4
Un autovalore di T' & un numero A € R per cui esiste un vettore v = (z,y, z) non nullo tale che T'(v) = Av.

T vettori v tale che T'(v) = Av sono detti autovettori di T relativi a A. Si tratta quindi di verificare per
quali A € R l'equazione T'(v) = Av ammette soluzione non nulla. Impostiamo ’equazione:

1 2 3 x Ax T+ 2y + 32 Ax
Twv)=M = A-v=Xx = |0 3 1| |yl = || = 3y + =z = |y
0 0 4 z Az 4z Az
r+2y+3z= (1—=XNax+ y+3z:O 1=\ 9 3 | 0
= (3y+z=XNy = (B=-Ny+ = 0 3-Xx 1 | O
4z = Az (4 - )\)zz 0 0 4-X [ 0

Notiamo che la matrice ottenuta & quella associata al sistema omogeneo (M — AI)v = 0. Quindi T'(v) = Av
con v # 0 se e solo se v & soluzione non nulla del sistema omogeneo associato M — A\l Sappiamo che un
sistema omogeneo in tre incognite ammette altre (infinite) soluzioni oltre a quella nulla se la matrice dei
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coefficienti ha rango minore di 3. Quindi 7" ha degli autovettori se la matrice dei coefficienti determinata
ha rango minore di tre, ovvero determinante nullo:

1-x 2 3
det | 0 3-X 1 [=1-XN)B-XNA-)).
0 0 4—-A
Quindi
=1
det(M — X) =0 = autovalori di M: ¢ Ay =3
Ag =4

A questo punto possiamo gia affermare che la matrice M ¢ diagonalizzabile, in quanto ha 3 auto-
valori distinti, e di conseguenza 3 autovettori linearmente indipendenti. Per determinare la matrice P
diagonalizzante dobbiamo trovare gli autospazi E()\;) relativi ad ogni autovalore A;.

Determiniamo ’autospazio relativo all’autovalore A\; = 1 calcolando la soluzione del sistema omogeneo
associato alla matrice M — A =M — 1

0 23| 0 2y +32=0 xr=t
021 | 0|=42y+2=0 =qy=0 = (z,9,2)=(1,0,0)t, VieR
00310 —22=0 2=0
Quindi 7'(1,0,0) = X-(1,0,0) =1-(1,0,0) e E(1) = ((1,0,0)).
Determiniamo ora ’autospazio relativo all’autovalore Ao = 3 calcolando la soluzione del sistema

omogeneo associato alla matrice M — A\ = M — 31

22 3]0 e 2yt 3—0 z=t
0 01 | o= y=t = (z,9,2)=(1,1,0)t, VteR
0 010 =0 =0

Quindi T(1,1,0) = X+ (1,1,0) =3+ (1,1,0) e E(3) = ((1,1,0)).
Determiniamo infine I'autospazio relativo all’autovalore A3 = 4 calcolando la soluzione del sistema
omogeneo associato alla matrice M — A\ = M — 41

_ =2
3 2 310 3w 42y +32=0 73 5

0o -1 1 | 0= = qy=t = (z,y,2) = g,l,l t,
0 0 0| of lwreso it

Quindi 7'(5,3,3) = X-(5,3,3) =4-(5,3,3) e E(4) = ((5,3,3)).

L’insieme B = {v; = (1,0,0), vy = (1,1,0), v3 = (5,3,3)} & una base di R? formata da autovettori di
T. La matrice P diagonalizzante (cioé tale che P71 AP = D) & la matrice di transizione dalla base B alla
base canonica C cioe la matrice che ha per colonne i tre autovettori di B (espressi rispetto a C):

115 100
P=M§=10 1 3 con  D=Mg(T)=P 'MP=1{0 3 0
0 0 3 0 0 4

Notiamo che la matrice diagonale D & la matrice associata a T rispetto alla base B formata dagli
autovettori. Poiché

T(vy) = T(1,0,0) =1-(1,0,0) = v; = (1,0,0)5
T(vs) = T(1,1,0) = 3 - (1,1,0) = 3v5 = (0,3,0)5
T(vs) =T(5,3,3) =4-(5,3,3) = dvs = (0,0,4)5

la matrice D = Mg(T) ¢ la matrice diagonale formata dai tre autovalori.

Consideriamo ora la matrice

O O O W
S O W
O O =
N O OO
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Un autovalore di 7" & un numero A € R per cui esiste un vettore v = (z,y, z,w) non nullo tale che
T(v) = M. I vettori v tale che T'(v) = Av sono detti autovettori di T relativi a A. Si tratta quindi di
verificare per quali A € R l'equazione T'(v) = Av ammette soluzione non nulla. Come nel caso precedente
otteniamo che le soluzioni dell’equazione T'(v) = Av sono le stesse soluzioni del sistema omogeneo associato
a M — A; quindi T'(v) = M per qualche v # 0 se la matrice M — AI ha rango minore di 4 ovvero
determinante nullo:

2-x 1 1 0
0 3-x 4 0

det(M — AI) =det | O LR EEPVEEPVEEPY
0 0 0 2-2A

Quindi

A1 =2 (doppio)
det(M — X) =0 = autovalori di M: ¢ Ay =3
A3 =15

A questo punto non possiamo concludere nulla circa la diagonalizzabilita di M in quanto abbiamo
trovato un autovalore doppio. In particolare se F(2) ha dimensione 2 allora M & diagonalizzabile. Viceversa
se F(2) ha dimensione 1 allora M non & diagonalizzabile.

Determiniamo 1’autospazio relativo all’autovalore A\; = 2 calcolando la soluzione del sistema omogeneo
associato alla matrice M — A\ = M — 21

=t
011010 Ytz =0

0140 [ o Jo o )y=0
003010 yraz= _
000010 32=0 .

= (z,y,z,w)=(1,0,0,0)t + (0,0,0,1)s Vt,s € R

Quindi 7°(1,0,0,0) = X -(1,0,0,0) = 2-(1,0,0,0), 7(0,0,0,1) = X-(0,0,0,1) = 2-(0,0,0,1) e
E(2) ={((1,0,0,0), (0,0,0,1)).

Abbiamo cosi trovato che 'autovalore A = 2 ha molteplicita geometrica 2, uguale alla sua molteplic-
ita algebrica. Di conseguenza M ¢ diagonalizzabile in quanto ha sicuramente 4 autovettori linearmente
indipendenti.

Determiniamo ora l’autospazio relativo all’autovalore Ay = 3 calcolando la soluzione del sistema
omogeneo associato alla matrice M — A\ = M — 31

-1 11 0 | 0 —z+y+2=0 =1
0 04 0 | O N 42=0 N y=t
0 02 0 | O 20 =0 5=

0 00 -1 |0 =0 w—0

= (z,y,2z,w)=(1,1,0,0)t, VteR

Quindi 7'(1,1,0,0) = A~ (1,1,0,0) = 3-(1,1,0,0) e E(3) = ((1,1,0,0)).
Determiniamo infine I’autospazio relativo all’autovalore A3 = 5 calcolando la soluzione del sistema
omogeneo associato alla matrice M — A\l = M — 51

-3 1 1 0 | 0 S 4u4s=0 x =

0 =24 0 | o ) ] Z—o L Jy=a2
0 0 0 0 | 0 ey tAz = P
0 0 0 -3 1]0 —3w=0 w =0

= (z,y,2,w)=(1,2,1,0)t, VieR

Quindi 7'(1,2,1,0) = X- (1,2,1,0) =5-(1,2,1,0) e E(5) = ((1,2,1,0)).

L’insieme B = {v; = (1,0,0,0), vy = (0,0,0,1), v3 =(1,1,0,0), vg4 = (1,2,1,0)} & una base di R*
formata da autovettori di 7. La matrice P diagonalizzante (cioé tale che P~'AP = D) & la matrice di
transizione dalla base B alla base canonica C cioe la matrice che ha per colonne i tre autovettori di B
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(espressi rispetto a C):

1011 2.0 00
e o012 B o isn |02 00
P=M§= 1y 0 o0 1 con  D=Ms(T)=P'MP= |/ o 5

0100 0005

Notiamo che la matrice diagonale D e la matrice associata a T rispetto alla base B formata dagli
autovettori. Poiché

T(Ul) = 21}1 = (2,0,0,0)3, T(Ug) = 2’()2 = (0,2,0,0)5
T(v3) = 3vs = (0,0,3,0)5, T'(v4) = 5v4 = (0,0,0,5)p

la matrice D = Mg(T) & la matrice diagonale formata dagli autovalori.

Esercizio 9.6. Date le matrici
-1 1 -1 2 -3 4
=l o=l =[
a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.

b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice A.
a) Calcoliamo il polinomio caratterristico di A:

PA(N) =det (A = AT) = det ({_10_ g AD
(1A (1) = (1 A2

b) Gli autovalori di A sono dati dagli zeri del suo polinomio caratteristico, quindi A ha un solo
autovalore (doppio):

A=-—1
Inoltre il relativo autospazio € la soluzione del sistema omogeneo associato alla matrice A — AI,
con A = —1:
0 1 ] 0 y=0 -
[0 0 | 0] ~ {0:0 = (z,y)=(t,0) VieR
Quindi

E(-1) = ((1,0))
c) La matrice A non ¢ diagonalizzabile in quanto & una matrice 2 x 2 con un solo autovalore
linearmente indipendente.

Consideriamo la matrice B.
a) Calcoliamo il polinomio caratterristico di B:

(5 1)
=(-1-M)(1 =M\ +6=x+5

b) Poiche il polinomio caratteristico di B non ha zeri reali B non ha autovalori.
¢) La matrice B non ¢ diagonalizzabile in quanto & una matrice 2 x 2 priva di autovalori.

Consideriamo la matrice C.
a) Calcoliamo il polinomio caratterristico di C:

po(A) =det (C = AT) = det ([_31_ ' —4AD

=(=3-N)(-A) —4=A+3)1—14
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b) Gli autovalori di C sono dati dagli zeri del suo polinomio caratteristico:
M43N—4=0 - A\ =—4, \y=1
Quindi C ha due autovalori:
AM=—4, M=1

Consideriamo prima A; = —4. Il relativo autospazio ¢ la soluzione del sistema omogeneo associato
alla matrice C' — AI, con A = —4:

L4 | o) 14| 0]
1 4|0 II-1{0 0 | ©
4y = = —4t
v =0 =~ (2,y) = (~4,#) VteR
0=0 y=t
Quindi
E(-4) =((-4,1))

Consideriamo ora A = 1. Il relativo autospazio ¢ la soluzione del sistema omogeneo associato
alla matrice C' — A, con A = 1:

SESER I

{“’_yzo ;»{xzt = (zy)=(tt) VteR
)=

Quindi
E(1) =((1,1))

¢) La matrice C' ¢ diagonalizzabile in quanto ¢ una matrice 2 X 2 con due autovalori distinti (di
molteplicita algebrica 1), quindi C' ha due autovettori linearmente indipendenti.

O

Esercizio 9.7. Date le matrici

21 0 -3 1 -1 1 -3 3
A=10 1 -1 B=|-7 5 -1 C=13 -5 3
0 2 4 —-6 6 -2 6 —6 4

a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.
b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice A.

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

2—-Xx 1 0
pa(A) =det(A—Al)=det | O 1-x -1
0 2 4— X

=2-N[1-NE4-N)+2]=(2-N(\ —-5)1+6)
b) Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:

(2=X)(A\?=5X+6)=0 = (2—\) =0 oppure (A\* =5\ +6) =0
= /\122, )\2:2, A3 =3

Di conseguenza gli autovalori di A sono

A1 =2 doppio
Ao =3
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Consideriamo prima 'autovalore A = 2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\, con A = 2:

01 0 | 0 01 0 | 0

0 -1 -1 | o] = 0 -1 -1 | o =
0 2 2 | 0 11142110 0 0 | 0
y=20 =t

—y—2=0 = qy=0 = (x,y,2)=(¢,0,0) VteR
0=0 z=0

Quindi
E(2) =((1,0,0))

Consideriamo ora l'autovalore A = 3. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — AI, con A = 3:

1 1 0 |0 1 1 0 |0

0 -2 -1 | 0| = 0 -2 -1 | 0f =

0 2 1 | o r+1mrfo o o | o
—xr+y=0 r=t

—2y—2=0 = qy=t = (z,y,2) = (t,t,—2t) VteR
0=0 z=—2t

Quindi

E@3)=((1,1,-2))

¢) La matrice A non & diagonalizzabile in quanto 'autovalore A = 2 ha molteplicita algebrica due
(& zero doppio del polinomio caratteristico), ma ha molteplicita geometrica uno (il relativo au-

tospazio E(2) ha dimensione uno). Di conseguenza esistono solamente due autovettori linearmente
indipendenti e non esiste una base di R® formata da autovettori di A.

Consideriamo ora la matrice B.

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di B:
-3-A 1 —1
pp(A\) =det(B—A)=det | —7 5—A -1
—6 6 —2—-A

= (3= N[5 = (=2 = N) 6] = 1[=T(~A—2) = 6] = [~42+6(5 — )
=(=3-A)(A\ =3\ —4) — 7T\ -8+ 1246\
=(3-ANA-4A+1) - A+4=A-D[(-3-ANA+1)—1]
=(A=4) [N —4r—4]

b) Gli autovalori di B sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:

A=4)(=A? =4\ —4) =0

= (A—4) =0 oppure (=A\* =4\ —4) =0
= )\1:4, )\2:72, Agi*

Di conseguenza gli autovalori di B sono

A =4
Ao = —2 doppio
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Consideriamo prima 'autovalore A = 4. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice B — A, con A = 4:

-7 1 -1 0 -7 1 -1 1] 0
-7 1 -1 | 0l = II-T|{0 0 0 | O =
-6 6 —6 | O /6111 |-1 1 -1 | 0
-7 1 -1 | 0 ~Tr+y—2z=0 z=0
0 0 0 | 0|=<0=0 = Qy=t
Ir—-1{6 o0 0o | 0 6x = 0 o

= (z,y,2) = (0,t,t) VteR

Quindi
E(4) =((0,1,1))
Consideriamo ora 'autovalore A = —2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice B — AI, con A = —2:
-11 -1 | 0 -1 10 | 0
-7 7 -1 0| = II-77 {0 0 6 | 0f =
-6 6 0 | O Ir—I11710 0 6 | 0
-1 10 1] 0 —z+y=0 =t
0 0 6 0] = <2=0 = =t
IIrT—-1110 0 O 0 0=0 =0
= (z,9,2) = (t,t,0) VieR
Quindi
E(=2) = ((1,1,0))
c¢) La matrice B non ¢ diagonalizzabile in quanto 1’autovalore A = —2 ha molteplicita algebrica due

(& zero doppio del polinomio caratteristico), ma ha molteplicitd geometrica uno (il relativo au-
tospazio E(—2) ha dimensione uno). Infatti abbiamo determinato due soli autovettori linearmente

indipendenti.

Consideriamo ora la matrice C.
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di C:
1-A -3 3

pc(A) =det(C —AI) =det | 3 -5-Xx 3
6 —6 4—-A

=1 =N[(=5=N)(4 =)+ 18] +3[3(4 — \) — 18] +3[—18 — 6(—5 — \)]
=(1—=NA+X—2)—18 =9\ + 36+ 18\

=1=-NA=DA+2) +9IN+18=A+2)[(1 - A)(A—1)+9]

= A+ 2)[-N+2)\+8]

b) Gli autovalori di C sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:

A+2)(=A2+21+8) =0
= (A+2) =0 oppure (=A\* +2X\+8) =0
= A =-2, ha=-2, \3=4

Di conseguenza gli autovalori di C' sono

A1 = —2 doppio
Ao =4
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Consideriamo prima 'autovalore A = —2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice C' — A, con A = —2:

3 =33 1] 0 /3 |1 -1 1 | 0

3 =33 | 0 = II-T 1|0 0 O | O =

6 —6 6 | O IIr—-2r{0 0 0 | O

r—y+2z=0 rT=t—3

0=0 = qy=t

0=0 zZ=S5

= (x,y,z):(t—s,t,s):(t,t,O)-i—(—s,O,s) Vs, t € R
Quindi
E(_2) = <(17170)a (_17071)>

A questo punto possiamo gia affermare che C' & diagonalizzabile in quanto A = 4 ha molteplicita
algebrica 1 e A = —2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2.

Consideriamo ora 'autovalore A = 4. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice C'— A, con \ = 4:

-3 -3 3 | 0 1/31 -1 -1 1] 0

3 -9 3 | 0 = II+1I 0 -12 6 | 0| =
6 -6 0 | O IIT+2I71|0 0 6 | 0O
—x—y+z=0 =1t

—2y+2z=0 = Jy=t

0=0 z =2t

= (z,y,2) = (t,t,2t) VteR
Quindi
E(4) =((1,1,2))

c) La matrice C & diagonalizzabile in quanto 'autovalore A = 4 ha molteplicita algebrica e geo-

metrica uno, e l'autovalore A = —2 ha molteplicita algebrica due (& zero doppio del polinomio
caratteristico) e ha molteplicita geometrica due (il relativo autospazio E(—2) ha dimensione due).
]

Esercizio 9.8. Sia T l’endomorfismo definito dalla matrice associata rispetto alla base canonica:
0 6 0
A=MT)=1|1 0 1
1 01
a) Determinare Nucleo e Immagine di T'.
b) Determinare autovalori e autovettor: di T'.

)

)

¢) Stabilire se T ¢ diagonalizzabile.

d) Stabilire se esiste una base di R? formata da autovettori di A, e in caso positivo determinarla.

SOLUZIONE:

a) Riduciamo a gradini la matrice A:

0 6 0 1 01
A=11 0 1| = I 0 6 0
1 01 II1-1110 0 0

Notiamo che rg(A) = 2, di conseguenza:
dim(Im(T")) = rg(A) = 2, dim(N(T)) =3 —rg(4) =1

Inoltre una base dell'immagine di T e

B(Im(T)) = {T(el)a T(eQ)} - {(07 1, 1)3 (67070)}
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Per determinare il nucleo dobbiamo risolvere il sistema omogeneo associato a A:

a0 r=-—1
rrE= =(qy=0 VteR
6y =0

z=1

B(N(T)) = {(-1,0,1)}
b) Calcoliamo il polinomio caratteristico di T
paN) = =A[=A1 =N =6[1 =A=1]=A2(1 =\ +6X = A=A+ X +6)
Quindi gli autovalori di 7" sono:

A1 =0 singolo
Ao = —2 singolo
A3 =3 singolo
c¢) Possiamo gia rispondere alla seconda domanda in quanto gli autovalori sono tutti singoli, quindi
la matrice e sicuramente diagonalizzabile.

b) Calcoliamo I'autospazio F(0) relativo all’autovalore A; = 0 risolvendo il sistema omogeneo asso-
ciato alla matrice A:

06 010 6y =0 r=t
101 1] 0 é{ =<y=0 VteR
1 01 0 =

| r+2=0 »
Di conseguenza E(0) = (1,0, —1)).
Analogamente calcoliamo 'autospazio F(—2) relativo all’autovalore As = —2 risolvendo il
sistema omogeneo associato alla matrice A + 21:
2 6 0] 0 1/21 1 3 0| 0 _
12 1 | 0l=1r-1/2Il0 -1 1 | 0 :»{H?’y_o
103 | of I1mr—1rjo -2 2|0 —y+z=0
T =—3t
=y=t Vte R = FE(-2)=((-3,1,1))
z=1

Infine calcoliamo Pautospazio F(3) relativo all’autovalore A3 = 3 risolvendo il sistema omo-
geneo associato alla matrice A — 31:

3 6 0 | 0 131 [-1 2 0 | 0
_ 2 =
1310:>H+1/31011|0:>{I+y0
1 0 -2 ] o0 I1rr—1r|o 3 =3 ] 0 “y+2=0
=2t
=(y=t VtecR = E(3) =((2,1,1))
z=t

d) Poiche T ¢ diagonalizzabile esiste una base di R* formata da autovettori di 7"

BR?) = {(1,0,-1), (-3,1,1), (2,1,1) }

Esercizio 9.9. Sia T : R® — R? lendomorfismo a cui ¢ associata la matrice

2 0 0
A=1({0 -2 -6
0 2 5

a) Si determinino gli autovalori di T e si stabilisca se T é diagonalizzabile.
b) Si determini una base di R® formata da autovettori di T.

SOLUZIONE:
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a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A sviluppando rispetto alla prima riga:

2—-A 0 0
pa(A) =det(A—A)=det | O —-2—-X -6
0 2 5—A

=2-N[(-2-M06-N+12]=(2-A)(\ -3)1+2)
Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:

A1 =2 doppio

Ao =1 singolo

T ¢ diagonalizzabile se I'autospazio F(2) ha dimensione 2. Risolviamo quindi il sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\, con A = 2:

00 0 | 0 0001 O r=s
0 =4 —6 | 0= —1/2I1 (0 2 3 | O] = 2y+32=0 =>qy=—3¢
0 2 3 | 0 2IIT+II[0 0 0 | O Jo——

3

= (z,y,2) = (s, —2t,t) Vs,t e R = E(2) ={(1,0,0), (0,-3,2))
Poiché E(1) ha sicuramente dimensione 1, la somma delle dimensioni degli autospazi ¢ 3 =
dim(R?) e T ¢ diagonalizabile.

b) Per determinare una base di R? formata da autovettori dobbiamo determinare anche I’autospazio
E(1). Risolviamo quindi il sistema omogeneo associato alla matrice A — AI, con A = 1:

1 0 0 | 0 100 | 0 N

0 -3 —6 | 0| = —1/3II 012|o;»{

0 2 4 | 0| smI+211(0 0 0 | 0 y+22=0
z=0

y=-2t = (z,y,2)=1(0,-2t,¢t) VieR = E(1)={0,-2,1))
z=1

Infine la base di R® cercata ¢

B = {(1’070)7 (Oa_372)7 (Oa_Qvl)}

Esercizio 9.10. Si consider: la matrice
2 2
A= s
Si determini il polinomio caratteristico pa(\) e gli autovalori di A.
Si determini Uautospazio E(N) relativo ad ogni autovalore A trovato.
Si verifichi che A é diagonalizzabile.
Si trovi la matrice invertibile P tale che P~YAP sia diagonale (una tale matrice P ¢ detta

diagonalizzante ed ha per colonne gli autovalori di P).
e) Si trovi la matrice diagonale B simile alla matrice A.

Qo T
S N N N

SOLUZIONE:

a) Il polinomio caratteristico di 4 &

pa(A) = det(A — AT) = det ([QIA 32>\D (2= NB =) 2
=\ —5A+4
Cerchiamo ora i valori di A per cui pa(A) = 0, trovando che gli autovalori di A sono

AM=1
Ao =4
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b) Consideriamo prima l'autovalore A = 1, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice

A—1-1:
L2 ] 0] 1 2] 0
1 2] 0 IT-1(0 0 | 0
= -2t
= {I t = (z,y) = (=2t,t) VteR
y:

Di conseguenza
E(1) ={(=2,1))

Consideriamo ora l'autovalore A = 4, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice

A—4-1:
—2 2 | 0] _ I [t =10
AT+T110 0 | 0

= {x:t = (z,y) =(t,t) VteR
y =

Di conseguenza
E(4) = ((1,1))

¢) Lasomma delle dimensioni degli autospazi ¢ 2, quindi A ¢ diagonalizzabile. In realta essendo i due
autovalori singoli eravamo gia certi della diagonalizzabilita anche senza calcolare gli autospazi.

d) La matrice P cercata ¢ la matrice di transizione da B alla base canonica di C di R?, dove B indica
la nuova base formata dagli autovettori

B = {<_2’ 1)) (17 1)}

Tale matrice ha per colonne i vettori della base di partenza B:

e) La matrice B si trova immediatamente utilizzando la matrice P determinata al punto precedente.
Infatti B = P~'AP. Ora

Quindi

oerar=[3 A - O 946

Notiamo che la matrice B &, come ci aspettavamo, la matrice diagonale con gli autovettori
sulla diagonale.

O

Esercizio 9.11. Si ripeta ’esercizio precedente con le matrici

1 -3 3
A:[i’g] A=1|3 -5 3
6 —6 4

SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice

a) Il polinomio caratteristico di A &

pA(A)det(A)J)det([BI)\ 33/\D =(5-NB-X) -3

=22 -8\ +12
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Cerchiamo ora i valori di A per cui p4(A) = 0, trovando che gli autovalori di A sono

AL =2
Ao =06
b) Consideriamo prima l’autovalore A = 2, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice
A—-2-1:
3310 N 11 1110
11| 0 3[I-1(0 0 | O
=t
= {x , = @y =(-1) VieR
Yy=-

Di conseguenza
E(2) ={((1,-1))

Consideriamo ora l'autovalore A = 6, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice

A—-6-1I:
-1 3 ] 0 N -1 3 | 0
1 =3 1] 0 IrT+1{0 0 | 0

=3t
N {“”” = (2,y)=(31) VteR
y =

Di conseguenza

E(6) = ((3,1))

c) Come nell’esercizio precedente A & diagonalizzabile perché la somma delle dimensioni degli au-
tospazi € 2 (o perché i due autovalori sono singoli).

d) La matrice P cercata ¢ la matrice di transizione da B alla base canonica di R?, dove B indica la
nuova base formata dagli autovettori

B = {(17 *1)a (3’ 1)}

Tale matrice ha per colonne i vettori della base B:

1 3
P-4
e) Gia sappiamo che la matrice B ¢ la matrice diagonale formata dagli autovalori di A. Lo stesso

risulato lo troviamo utilizzando la matrice P determinata al punto precedente. Infatti B =
P~ 'AP. Ora

-1 12 0
B=P AP_[0 6]

Consideriamo ora la matrice

1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

1-A -3 3
pa(A) =det(A—AI)=det | 3 —5—A 3
6 —6 4—- X

[
(
A=1DA+2)+N+18=A+2)[(1 =N\ —1)+9]
[=AZ + 2\ + 8]
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Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:
(A+2)(=A\*+2)1+8)=0
= (A+2) =0 oppure (A2 +2X1+8) =0
= M =-2 A=-2 A3=4
Di conseguenza gli autovalori di A sono
A1 = —2 doppio
Ay =4

Notiamo che in questo caso non possiamo affermare che A ¢ diagonalizzabile in quanto dipende
dalla diemsione dell’autospazio E(—2).

Consideriamo prima 'autovalore A = —2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\, con A = —2:
3 =33 1] 0 1/31 1 -1 1] 0
3 -3 3| 0 = II-T 1|0 0 0 | 0 =
6 —6 6 | O II7—-271{0 0 0 | O
r—y+2=0 r=1t—35
0=0 = qy=t
0 - O zZ =S8
= (x,y,2) =(t —s,t,s) = (t,t,0) + (—s,0,8) Vs,teR
Quindi

E(-2)=((1,1,0), (-1,0,1))

A questo punto possiamo gia affermare che A & diagonalizzabile in quanto A = 4 ha molteplicita
algebrica 1 e A = —2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2.

Consideriamo ora l'autovalore A = 4. Il relativo autospazio e dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\, con A = 4:

-3 -3 3 | 0 1/31 -1 -1 1 ] 0

3 -9 3 | 0of = II+1I 0 -12 6 | 0| =
6 -6 0 | O 11742110 0 6 | 0
—x—y+z=0 =1t

—2y+2z=0 = qy=t

0=0 z =2t

= (x,y,2) = (t,t,2t) VteR
Quindi
E(4) =((1,1,2))

La matrice C' & diagonalizzabile in quanto la somma delle dimensioni degli autospazi ¢ 3.
La matrice P cercata ¢ la matrice di transizione da B alla base canonica di R*, dove B indica la
nuova base formata dagli autovettori

B = {(17170)a (717071)3 (1,172)}

Tale matrice ha per colonne i vettori della base B:

1 -1 1
P=|1 0 1
0 1 2

Gia sappiamo che la matrice B € la matrice diagonale formata dagli autovalori di A. Lo stesso
risulato lo troviamo utilizzando la matrice P determinata al punto precedente.

-2 0 0
B=P'AP=|0 -2 0
0 0 4
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Esercizio 9.12. Sia T : R®> — R® Uapplicazione lineare definita da
T(xaywz) = (.I, y+3za J?—Fy—Z)

a) Si determinino gli autovalori, autovettori e autospazi di T

b) Si stabilisca se T é diagonalizzabile, e in caso positivo si determini la matrice P diagonalizzante.

¢) Si determini una base B di R? tale che la matrice associata a T rispetto a B sia diagonale e si
determini esplicitamente tale matrice diagonale.

SOLUZIONE:

Determiniamo innanzittutto la matrice A associata a T rispetto alla base canonica, ovvero la matrice che
ha per colonne T'(e1), T(ea), T(es):

10 0
A=1{0 1 3

11 -1

a) Per calcolare gli autovalori di T' (cioe di A) determiniamo il polinomio caratteristico di A:
1—-A 0 0
pa(A) =det | O 1-A 3 =1-=-XN[1-N(-1-=X)—3]
1 1 —1-A
== N2 - 4)

Risolvendo p4(X) = 0 troviamo che gli autovalori di A sono
M=2,  de=-2 =1

b) Avendo 3 autovalori distinti la matrice A, e quindi T, & sicuramente diagonalizzabile. Per calcolare
la matrice diagonalizzante dobbiamo determinare gli autospazi.

Consideriamo prima l'autovalore A\ = 2, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla
matrice A — 21:
-1 0 0 | O -1 0 0 | O -1 0 0| O
0o -1 3 | 0of = 0 -1 3 | 0of = 0 -1 3 1] 0
1 1 =3 1] 0 IHII+110 1 =3 1] 0 IrIrT+11{0 0 0 | O
z=0
= y=3t = (x,y,2)=(0,3,1)-t VteR = FE(2)={0,3,1))
z=t
Consideriamo ora ’autovalore A\ = —2, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice
A+2I:
300 1] 0 1/3I 100 | O 100 | O
03 3] 0= 01 1| of= 01 1 1] 0
111 | 0 II7—-1/3rj1o 11 | 0 IIrT—11{0 0 0 | 0
z=0
= y=—t = (x,y,2)=(0,-1,1)-¢t VteR = F(-2)={0,-1,1))
z=1

Consideriamo infine I’autovalore A = 1, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice

A-1T:
00 0 | 0 z=—t
00 3 | 0l=cy=t = (v,y,2)=(-1,1,0)-t VteR
11 -2 |0 J

Di conseguenza E(1) = ((—1,1,0)).

La matrice P cercata & la matrice di transizione da B alla base canonica di R?, dove B indica
la nuova base formata dagli autovettori

B = {(07371)7 (0;7171)7 (717170)}
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Di conseguenza:
0 0 -1
P=13 -1 1
1 1 0

c) La base cercata ¢ la base B di autovettori trovata al punto precedente. Inoltre la matrice D
diagonale associata a T rispetto a B & la matrice D = P~! AP che ha sulla diagonale gli autovalori.

2 0 0
D=10 -2 0
0 0 1

]

Esercizio 9.13. [Esercizio 21) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti,

Scapellato]
Discutere la diagonalizzabilita delle sequenti matrici al variare del parametro reale k.
1 10 1 1 0 3 15 1 10
A=10 k£ O B=10 k£ 1 C=10 k 4 D=0 k£ O
0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 0 1
SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice A e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pa(A) =1 =Nk =X1)(2-A)

Gli autovalori di A sono quindi

Dobbiamo distinguere tre casi:
e Se k # 1,2, allora A ha tre autovalori distinti quindi ¢ sicuramente diagonalizzabile.

e Se k =1 la matrice A diventa

ed ha come autovalori
A =1 doppio, A=2

Si tratta quindi di controllare se A = 1 ha anche molteplicitad geometrica 2, ovvero se F(1) ha
dimensione 2. Risolviamo il sistema omogeneo associato a A — I:

010 1] 0 =t
00 0 | 0f=<y=0 = E1)=((1,0,0))
00110 =0

Quindi A = 1 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1, e A non & diagonalizzabile.

e Se k = 2 la matrice A diventa

h
Il
OO =
[eoll RN
OO

ed ha come autovalori
A=1, A =2 doppio

Si tratta quindi di controllare se A = 2 ha anche molteplicitd geometrica 2, ovvero se F(2) ha
dimensione 2. Risolviamo il sistema omogeneo associato a A — 21:

110 | 0 =5
0000 | 0f={y=s = E@=((110),(001))
0 00 ] 0 =1

Quindi A = 2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2 (e A = 1 ha molteplicitd algebrica e
geometrica 1), e A & diagonalizzabile.
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Consideriamo ora la matrice B e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pe(\) = (1= N)2(k = A
Gli autovalori di B sono quindi
A =1 almeno doppio, A=k

Poiché B ha l'autovalore A = 1 almeno doppio (triplo se & = 1) determiniamo subito Pautospazio
relativo E(1) risolvendo il sistema omogeneo associato a B — I:

0 1 0] 0 x=t
0 k=1 1 | 0| =<y=0 = E(1)=/((1,0,0))
0 0 0] 0 J

Quindi A = 1 ha molteplicita algebrica almeno 2, ma molteplicita geometrica 1, e B non & diagonalizzabile.

Consideriamo la matrice C' e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pc(A) =B =Nk =A)(1-1)

Gli autovalori di C' sono

Dobbiamo distinguere tre casi:
e Se k # 1,3, allora C ha tre autovalori distinti quindi & sicuramente diagonalizzabile.

e Se k =1 la matrice C diventa

ed ha come autovalori
A =1 doppio, A=3

Si tratta quindi di controllare se A = 1 ha anche molteplicitad geometrica 2, ovvero se F(1) ha
dimensione 2. Risolviamo quindi il sistema omogeneo associato a C' — I:

2 15 |0 =t
00 4 | 0f|={y=—2t = E(1)=((1,-2,0))
0001 O =0

Quindi A = 1 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1, e C' non & diagonalizzabile.

e Se k = 3 la matrice C diventa

Q

Il
S O W
S W=
= s Ot

ed ha come autovalori
A=1, A =3 doppio

Si tratta quindi di controllare se A = 3 ha anche molteplicitad geometrica 2, ovvero se F(2) ha
dimensione 2. Risolviamo il sistema omogeneo associato a C' — 31:

01 5 |0 x=t
00 4 | 0l=<Sy=0 = E@B)=((1,0,0))
00 -2 | 0 J

Quindi A = 3 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1, e C non e diagonalizzabile.

Consideriamo infine la matrice D e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pp(A) = (1= A)?(k = X)
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Gli autovalori di D sono quindi
A =1 almeno doppio, A=k

Poiché D ha l'autovalore A\ = 1 almeno doppio (triplo se k¥ = 1) determiniamo subito I’autospazio
relativo E(1) risolvendo il sistema omogeneo associato a D — I:

0 1 0| 0 r=t
0 k—1 0 | 0|=<qy=0 = E(1)={((1,0,0), (0,0,1))
0 0 0| O y =5

Quindi A = 1 ha molteplicita geometrica 2.
Dobbiamo distinguere due casi:

e Se k # 1 autovalore A = 1 ha molteplicita algebrica e geometrica 2 (e 'autovalore A = k # 1 ha
molteplicita 1) quindi D & diagonalizzabile.

e Se k = 1 lautovalore A = 1 ha molteplicita algebrica 3, ma molteplicita geometrica 2 quindi D
non e diagonalizzabile.

O
Esercizio 9.14. Sia S Uendomorfismo di R* con matrice associata
1 2 2 4
0 1 0 O
A= 0 -1 0 -2
0 1 0 2

rispetto alla base canonica.

a) Determinare autovalori e autovettori di S.
b) Stabilire se S é diagonalizzabile e in caso positivo individuare la matrice diagonalizzante.
SOLUZIONE:
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
pa(\) =det(A —AI) = (1 = A2 (=\)(2—\)

Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:

A1 =1 doppio
Aa=10
A3 =2

Consideriamo prima l'autovalore A = 1. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del
sistema omogeneo associato alla matrice A — I:

0 2 2 4 | 0] /2 |01 1 2 | 0
0 O 0 0 | 0 N 000 O0 ] O N
0 -1 -1 =2 | 0 IIrT+2r{0 0 0 0 | O
0 1 0 1 | 0 0101 1] 0

T=3s
y+2z2+2w=0 y=—1

= = E(1)=((1,0,0,0), (0,-1,-1,1))

w=0 z=—t

w=1

A questo punto possiamo gia affermare che A & diagonalizzabile in quanto A = 1 ha molteplicita
algebrica e geometrica 2 e gli altri autovalori sono singoli.

Consideriamo ora 'autovalore A = 0. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A

—2t
12 2 4 10 242y + 22 + 4w = 0

0 1 0 0 |of ) L Ju=0

0 -1 0 -2 | 0 y= pa—

01 0 2 |0 y+2w=0 w—0
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Consideriamo ora l'autovalore A = 2. Il relativo autospazio € dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — 27

=2t
-1 2 2 4 [0 2+ 22+ 4w =0 v

0 -1 0 o |of J ", L Jy=0
0 -1 -2 -2 | 0 v= I
0 1 0 0 | 0 y+22+2w=0 W=t

= E(2)=((2,0,-1,1))

b) Abbiamo gid osservato che T & diagonalizzabile in quanto la somma delle dimensioni dei suoi
autospazi ¢ 4 = dim(R?), inoltre la matrice diagonalizzante P &:

1 0 -2 2 100 0
o -1 0 o0 ., |01 000
P=1y -1 1 -1 con PAP =1, ¢
0 1 0 1 000 2

Esercizio 9.15. Sia T l'endomorfismo di R® cos definito:

1
T(x1,72,23) = <$1,9€1 - 2553,552) .

a) Calcolare gli autovalori e gli autovettori di T .

b) T diagonalizzabile?

c) Se al campo dei numeri reali si sostituisce quello dei numeri complessi, I’endomorfismo di C® che
si ottiene é diagonalizzabile?

SOLUZIONE:

Calcoliamo la matrice A associata a T, che ha per colonne T'(e1),T(e2) e T'(e3):
0 O
0 —
1 0

A:

N

1
1
0
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
1
pa) = -0 (% +3)

Quindi A ha un solo autovalore reale A = 1.

Calcoliamo Pautospazio E(1) relativo all’autovalore A = 1 risolvendo il sistema omogeneo
associato alla matrice A — I:

3
00 0 | O DT S v=3t
1 -1 -1 | o= Y73 ={,—{ WeR
0 1 -1 1] 0 y—2z2=0
z=1
. 3
Di conseguenza E(1) = ( 3 1,1)) =1((3,2,2)).

b) T non & daigonalizzabile in quanto ha un solo autovalore (singolo), quindi la somma delle dimen-
sioni dei suoi autospazi ¢ 1 < 3.
c¢) Se consideriamo il campo dei numeri complessi, T ha tre autovalori distinti:

Essendo 3 autovalori singoli la somma degli autospazi e sicuramente 3 e ’endomorfismo 7" in
questo caso risulta diagonalizzabile.

O

Esercizio 9.16. Sia

b
I
—_o
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la matrice associata all’applicazione lineare T : R® — R? rispetto alla base
B={1,1,0), (0,3,0), (0,1,1) }

a) Si determinino gli autovalori di T.
b) Si determinino gli autovettori e gli autospazi di T
c) Si stabilisca se T' & diagonalizzabile.

SOLUZIONE:
a) Il polinomio caratteristico di A ¢
paN) = (1 =N [1=N(-1=X1) =3 = (1 -\ -4
e gli autovalori di T sono
A =1, A2 =2, Az = —2

b) Calcoliamo ora gli autovettori.
— Consideriamo A = 1 e risolviamo il sistema omogeneo associato a A — I:

00 0 | 0 r=—t
32 =0

00 3 |0 :>{Z ={y=t

11 -2 | 0 r+y—22=0 P

Quindi gli autovettori relativi all’autovalore A = 1 sono del tipo
(z,y,2) = (—1,1,0)t, vVte R

Notiamo che queste sono le componenti degli autovettori rispetto alla base B. Rispetto alla
base canonica otteniamo percio:

(_lvlaO)B =-1- (17170) +1- (07370) +0- (07171) = (_17270)

E(1) = ((-1,2,0))

— Consideriamo A = 2 e risolviamo il sistema omogeneo associato a A — 21:

1 0 0 |0 -1 0 0 |0
0 -1 3 | o= 0 -1 3 | 0=
1 1 -3 | 0] Imr+rjo 1 -3 1] 0
-1 0 0| 0 e z=0
0 -1 3 | 0 ;s{ - = {y =3t
II+II[0 0 0 | 0 —y+32=0 J

Quindi gli autovettori relativi all’autovalore A = 2 sono del tipo
(@,y.2) = (0,3,1)t, VieR

Notiamo che queste sono le componenti degli autovettori rispetto alla base B. Rispetto alla
base canonica otteniamo percio:

(07371)320(171a0)+3(07330)+1(07171):(0710,1)

e
E(2) = ((0,10,1) )
— Consideriamo A = —2 e risolviamo il sistema omogeneo associato a A + 21:
300 1] 0 1/31 100 | O
0 3 3 | 0= 1/3II 01 1 | of=
111 1] 0 IIr—-1/3rj1o 11 | 0
100 | O _ r=0
x=0
011 ] 0= { =>qy=—t
IIT—1I10 0 0 | 0 yte= J——
Quindi gli autovettori relativi all’autovalore A = —2 sono del tipo

(xaywz):(ovflvl)ta VteR
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Notiamo che queste sono le componenti degli autovettori rispetto alla base B. Rispetto alla
base canonica otteniamo percio:

(0,-1,1)5=0-(1,1,0) + —1-(0,3,0) + 1- (0,1,1) = (0,-2,1)

E(-2)=((0,-2,1))
¢) La matrice A, e quindi Papplicazione T', & diagonalizzabile perche ha tre autovalori distinti.

O

Esercizio 9.17. Sia B = {v; = (1,0,0),v2 = (1,1,0),v3 = (1,1,1)} una base di R® e sia S
Uendomorfismo di R® con matrice associata rispetto a B

5 2 -2
A=Mg(S)=|1 6 =5
3 -3 4

a) Trovare gli autovalori (reali) di S.
b) Trovare gli autovettori di S e stabilire se S é diagonalizzabile.

SOLUZIONE:

a) Gli autovalori di 7' non dipendono dalla base, quindi possiamo lavorare sulla matrice A:
pa(N) = (1= A) (A2 — 14X 4 49)

Quindi S ha due autovalori: A\=1e A=7.
b) Trovare gli autovettori di S possiamo comunque lavorare sulla matrice A ricordando pero che i
vettori trovati saranno espressi rispetto alla base B:
4 2 -2 1] 0 1/21 2 1 -1 10
EQ)=NA-I): |1 5 =5 | O|=2IT—-1/2T |10 9 -9 | O
3 -3 3 | 0 /3111 —-11{0 -6 6 | O

2 1 -1 | 0 r=0
= 1/91T 01 -1 | 0| =>Qy=t
L/6III+1/9I1 |0 0 O | O Jo——

Quindi autospazio E(1) & generato dal vettore (0,1,1)3, cioe dal vettore vy + v3 = (2,2,1).
Infine E(1) = {(2,2,1)).
Analogamente:

—2 2 -2 |0 1/21 -1 1 -1 ] 0 r=t
E(M=NA-T): |1 -1 =5 | 0| = II+1/2I |0 0 —6 | 0| =>{y=t
3 -3 =3 | 0| 1/31r+1/21lo0 0 -2 | 0 J

Quindi autospazio E(7) & generato dal vettore (1,1,0)5, cioe dal vettore v1 + ve = (2,1,0).
Infine E(7) = ((2,1,0)).

S non e diagonalizzabile in quanto ’autovalore A = 7 ha molteplicita algebrica 2 e molteplicita
geometrica 1.

O

Esercizio 9.18. Sia T l’endomorfismo di R* definito dalla matrice

2 0 -2 0
12 1 1
A=10 0 1 o
1 0 -2 1

Stabilire se T e diagonalizzabile.

SOLUZIONE:

Calcoliamo il polinomio caratteristico di A, sviluppando rispetto alla seconda colonna:
pa(N) =det(A — M) = (2 = N)?(1 — \)?
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Quindi gli autovalori di B sono
e )\ =1 doppio,
e )\ = 2 doppio.

Per stabilire se T' ¢ diagonalizzabile dobbiamo calcolare la dimensione di entrambi gli autospazi F(1)
e E(2).
Determiniamo F(1) risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A — I:

1 0 20 |0 10 -201] 0
~1 1 1 1| o|_H+lfo 1 =1 1 | of_ [e-2:=0
00 0 0] of7mwv=1loo 0 0] o0 Yoz tw=0
1 0 20 ] 0 Ir o0 o 0 0 | 0

r =2t

=t —
=Y t S BEQ) =((2,1,1,0), (0,~1,0,1))

z =

w=s

Determiniamo ora E(2) risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 21I:

0 0 -2 0 | 0 I [-10 1 10
-10 1 1 | O jIV—}-H 0O 0 -1 01 0 N —z+z+w=0
00 -1 0 | 0 0 0 -10 ] 0 =0
1 0 -2 -1 | 0| I-2011{0 0 0 0| 0
x=t
N y_o = E(2) = { (1,0,0,1), (0,1,0,0))
z =
w=t

Quindi entrambi gli autospazi hanno dimensione due e ’endomorfismo 7' ¢ diagonalizzabile.

Esercizio 9.19. Si consideri la matrice ad elementi reali

0 3 0
2 5 7
0 -1 0
0 8 -1

S O OoON

a) Determinare autovalori e autovettori della matrice data.
b) Stabilire se la matrice data diagonalizzabile.
SOLUZIONE:
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
pa(A) = (2= 1) (=1 - 1)
Quindi gli autovalori di A sono:
A1 = —1 doppio
Ao =2 doppio

Calcoliamo I’autospazio E(—1) relativo all’autovalore \; = —1 risolvendo il sistema omogeneo
associato alla matrice A + I:

z=0
3r+32=0
=3y +5z4+T7Tw=0 =

|
|
| 82=0

coow
cowo
0 O vt w
co o
cooo
w

I

Di conseguenza E(—1) = ((0,-7,0,3)).
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Analogamente calcoliamo l'autospazio F(2) relativo all’autovalore Ao = 2 risolvendo il sistema
omogeneo associato alla matrice A — 21:

00 3 0 |0 32=0 T=1
00 5 7 |0 524 Tw=0 y=-s
00 -3 0 | 0 = a0 = A Vs,t € R
00 8 =310 82+ 3w=0 w=0

Di conseguenza E(2) = {((1,0,0,0), (0,1,0,0))
b) A non ¢ diagonalizzabile in quanto 'autovalore —1 ha molteplicita algebrica 2 e molteplicita
geometrica 1.

O
Esercizio 9.20. Data la matrice
2 0 0 1
1 1 k-1 4
M = 1 0 k 4
0 0 0 1

a) Discutere la diagonalizzabilta di M al variare del parametro k € R.
b) Fissato a piacere un valore di k per cui M é diagonalizzabile, determinare per tale k la matrice
P diagonalizzante.

SOLUZIONE:

Sviluppando rispetto alla seconda colonna, il polinomio caratteristico di M &

2—A 0 0 1
1 1-X k-1 4

oy =det| | 0N PT T [ =Pk
0 0 0 1-X

quindi gli autovalori di M sono A =1, 2, k.
Calcoliamo ora gli autospazi E(1) e E(2):

10 o 1 10 0 1

10 k-1 4 -1 100 k=1 3
EQ=NM-D: ¢ o 1 4| Zr—17lo o o o~

00 0 0 00 0 0
dim(E(1)) =dim(N(M - I))=4—rgM —1)=4—-2=2

o0 0 1 I [ -1 k—1 4

1 -1 k—1 4| 1mr-1rlo 1 -1 o
E@2)=N(M —-2I): 1 L_9 4 = 7 0 0 0 1 =

00 0 -1 Iv+4rlo o 0o 0

dim(E(2)) = dim(N(M — 2I)) =4 —rg(M — 2I) =4 — 3 =1

a) Dobbiamo distinguere tre casi
— Se k # 1, 2, allora gli autovalori e le dimensioni degli autospazi sono

E(1)=2
A = 2 singolo, dim(E(2)) =1
A = k singolo, = dim(E(k)) =1
quindi M e diagonalizzabile.
— Se k =1, allora gli autovalori e le dimensioni degli autospazi sono
A =1 triplo, dim(E(1)) =2
A =2 singolo, dim(E(2)) =1

quindi M non ¢ diagonalizzabile.
— Se k = 2, allora gli autovalori e le dimensioni degli autospazi sono

A =1doppio, dim(E(1)) =2
A =2doppio, dim(E(2))=1

quindi M non & diagonalizzabile.

A =1 doppio, dim(
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b) Fissiamo per esempio k = 0. Dai calcoli svolti precedentemente, sostituendo k = 0, ottenaimo
E(1)=1{((-1,0,3,1), (0,1,0,0) ), E2)=((2,1,1,0) )

Calcoliamo inoltre E(0):

2.0 0 1 =0
- =t
E(0) = N(M) LoL=ldr gy = E(0)=((0,1,1,0) )
1 0 0 4 z =
00 0 1 w=0
Infine la matrice diagonalizzante &
-1 0 2 0 1 0 00
|10 11 1 |01 0 0
P=13 o1 1| P MP=15 g 5 g
1 0 00 0 0 0O

Esercizio 9.21. Sia A la matrice dipendente dal parametro reale

1 0 0 0
k-3 2—-k 0 -k
A= 0 0 1 0

2—k k 0 k+2

a) Discutere la diagonalizzabilta di A al variare di k.
b) Determinare una base di R* costituita da autovettori di A per un valore opportuno di k.

SOLUZIONE:
Calcoliamo il polinomio caratteristico di A, sviluppando rispetto a opportune righe
1—A 0 0 0
k—3 2—k—2A\ 0 —k
pu(A) =det |7, 0 1-A 0
2—k k 0 k+2—A]
2—-k—-X 0 —k ]
=(1—X)det 0 1—A 0
k 0 k+2—A]

=(1=-N[2-k=NEk+2=-N)+k]=10-12-)N? -k + k7
=(1=1)*2-N)?

quindi gli autovalori di A sono A =2, 1, entrambi di molteplicita algebrica due.
Calcoliamo ora gli autospazi.

-1 0 0 0 —z=0
k—3 —k 0 —k (k—3)z — ky — kw =
E(2)=N(A-2I): =
(2) ( ) 0 0 -1 0 =
2-k k 0 k (2-k)z+ky+kw=0
z=0
—ky — -
N y—kw=20
z=0
ky+kw=0

Dobbiamo ora distinguere due casi:
e Se k # 0 otteniamo

z=0

=~
Y 0 = dim(E(2)) =1= A non ¢ diagonalizzabile
z =

w=t
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e Se k = 0 otteniamo

x=0
Zi; = dim(E(2)) =2 e B(2) = {(0,1,0,0), (0,0,0,1)).
w=t

A questo punto A puo essere diagonalizzabile solo se k = 0. Si tratta di verificare se per k = 0 anche
dim(E(1)) = 2.

0 0 0 0 r=t

B |3 10 0 y = 3t

E(l)=NM —-1I)conk=0: 0 0 0 0 —
2 0 0 1 we —2t

= dim(E(1)) =2 e E(1) = ((1,3,0,—2), (0,0,1,0)) con k = 0.

a) Abbiamo verificato che A & diagonalizzabile solo per k = 0.
b) Per k = 0 una base di R* formata da autovettori di A ¢ data da

B(R4) :{ (0,1,0,0), (anaoa ]‘)ﬂ (173707 *2)7 (0703130) }

Esercizio 9.22. Data la matrice

o
N OO
w ™~
oo o

1

a) St discuta la diagonalizzabilta di M al variare del parametro k € R.
b) Per k =2, si determini una base di R* formata da autovettori di M.

SOLUZIONE:
a) Il polinomio caratterestico di M &
oA =1 =Nk =-NEB=-N2-2X)
Quindi gli autovalori sono A =1, 2, 3, k e dobbiamo discutere i valori di k.

— Se k #1,2,3 i quattro autovalori sono distinti e singoli, quindi M & diagonalizzabile.
— Se k = 1 l'autovalore A = 1 & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

2 0 1 0
0 110
EQ)=NM-D: |0 o o o
-1 2 3 0

Poiche rg(M — I) = 3, dim(E(1)) =1 e M non & diagonalizzabile.
— Se k = 2 l'autovalore A = 2 & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

1 01 O 1 01 0
1 01 o0 II—11o0 0 0 o0
E(2)=N(M —2I): 0 00 0 00 0 0 =
1 23 1] V4T[0 2 4 -1
T =—t
:0 =
T4z L Jy=s = E(2) = ((~1,0,1,4), (0,1,0,2))
2y+4z—w=0 z=t
w = 2s + 4t

Poiché A = 2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2 e gli altri autovalori sono singoli, per
k = 2 la matrice M e diagonalizzabile.
— Se k = 3 'autovalore A = 3 & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

0 0 1 0
2 -1 1 0
E@)=NM-30): | 5 o o .
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Poiche rg(M — 3I) = 3, dim(E(3)) =1 e M non ¢ diagonalizzabile.
b) Per k = 2 abbiamo gia determinato E(2). Calcoliamo gli altri due autospazi:

2 01 0 r=0
B 1110 y=0 B
BO=NOM-D: | o o1 ol =17, =E0={0001)
12 3 0 Wt
0 0 1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 1 -1 1 0
E@)=NM=3D: o o - ol rr+rlo o o o~
1 2 3 2| Iv+IIlo 1 4 -2
xr =2t
z2=0
y =2t
r—y+2=0 = 0 = F(3) =((2,2,0,1))
y+4z—-2w=0 T
w=t

Infine una delle basi cercate ¢

B={(-1,0,1,4), (0,1,0,2), (0,0,0,1), (2,2,0,1)}

O
Esercizio 9.23. Si considerino le matrici
1 0 3 2 0 0
A=10 1 4 e B=|k 1 0
0 0 2 5 k-2 1

a) Determinare per quali valori di k la matrice B ¢ diagonalizzabile.
b) Stabilire per quali valori di k le due matrici A e B sono simili.

SOLUZIONE:
a) Abbiamo che
pe(A) = (2= (1-))°

Quindi B ha due autovalori: A\; =2 e Ay = 1, doppio, ed & diagonalizzabile sse 'autospazio E(1)
ha dimensione 2. Per determinare E(1) risolviamo il sistema omogeneo associato a B — I:

1 0 010 z=0 =0
E 0 0 | 0l=<kr=0 j{(k 2)y = 0
5 k=2 0 | 0 5z + (k—2)y =0 v=

Dobbiamo distinguere due casi.
— Se k # 2 otteniamo

z=0
y=0
z=1

quindi F(1) ha dimensione 1 e B non ¢ diagonalizzabile.
— Se k = 2 otteniamo

z=1t

quindi F(1) ha dimensione 2 e B ¢ diagonalizzabile.
b) Due matrici diagonalizzabili sono simili sse hanno gli stessi autovalori (contati on le rispettiva
molteplicitd). Studiamo quindi la diagonalizzabilita di A.

pa(d) = (2= 1)1 - N)?
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Come la matrice B, anche A ¢ diagonalizzabile sse 'autospazio E(1) ha dimensione 2. Per
determinare F(1) risolviamo il sistema omogeneo associato a A — I:

003 |0 z=t
0 0 4] 0]=<y=s
0010 J

Quindi E(1) ha dimensione 2 e A ¢ diagonalizzabile.
In conclusione A e B sono simili quando sono entrambe diagonalizzabili, ovvero se k = 2

O

Esercizio 9.24. Siano A e B le matrici reali

1 0 4 3 0 0
A=10 1 2 e B=|k 1 0
0 0 3 5 k-1 1

Determinare, se esistono, i valori del parametro reale k per cui A e B sono simili.

SOLUZIONE:

Due matrici diagonalizzabili sono simili se sono simili alla stessa matrice diagonale, ovvero se hanno
gli stessi autovalori. Inoltre se una delle due matrici ¢ diagonalizzabile mentre ’altra non lo ¢, allora le due
matrici non sono simili. Studiamo quindi la diagonalizzabilita di A e B.

pa(N) = (1 =123 - A)
pe(N) = (1=2)?*(3-X)
quindi A e B hanno gli stessi autovalori A\; = 1, doppio, ¢ Ao = 3.

Per stabilire se A ¢ diagonalizzabile calcoliamo la dimensione del suo autospazio E4(1) risolvendo il
sistema omogeneo associato a A — I:

0 0 4
0 0 2| = dim(Ea(1))=3—-1rg(4A—-1)=3-1=2
0 0 3

e la matrice A ¢ diagonalizzabile.

A questo punto possiamo affermare che A e B sono simili se e solo se anche B ¢ diagonalizzabile.
Calcoliamo quindi la dimensione del suo autospazio Ep(1) risolvendo il sistema omogeneo associato a
B-1I.

) 0 0 2z =0 =0
k 0 O =qkr=0 =<¢(k—1y=0
5 k=10 5e+ (k—1)y=0 z=t

Quindi 'autospazio Ep(1) ha dimensione 2 se e solo se k = 1.
Infine A e B sono simili solamente se k = 1, quando sono entrambe simili alla matrice

1 00

D=0 1 0

0 0 3

O
Esercizio 9.25. Considerare le matrici

2 1 0 1 1 0 1 1 1
A=10 2 0 B=10 2 0 C=10 t O
0 0 1 0 0 2 0 0 2

a) Determinare gli autovalori e gli autovettori di A e di B.
b) Stabilire se A e B sono simili.
c) Esistono valori di t per cui C e B sono simili?

SOLUZIONE:
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a) Il polinomio caratterestico di A &

pa(N) = (1=A)(2—N)?
Quindi gli autovalori di A sono A = 2 doppio e A = 1. Calcoliamo gli autospazi:
1 10 =0
Es(1)=NA-I): [0 1 0| =<y=0 = FE4(1)={0,0,1))

0 0 O o

1 0 r=1

0 0|=<y=0 = Es2)={(1,0,0))

0 -1 z2=0

Ea(2) = N(A—2I):

o O O

Analogamente calcoliamo gli autovalori e gli autovettori di B:
pE(N) = (1= A)(2-X)°
Quindi gli autovalori di B sono A = 2 doppio e A = 1. Calcoliamo gli autospazi:

r=t
=<¢(y=0 = Fgp(l)={(1,0,0))
z=0

Ep(l)=N(B-1I):

o OO
O = =
_ o O

0 =1
0l = qy=t = Ep(2)=((11,0), (0,0,1))
0

zZ=Ss

~1
Ep(2)=N(B-2I): |0
0

O O =

b) A e B non sono simili poiché A non & diagonalizzabile mentre B lo é.
¢) Studiamo gli autovalori e la diagonalizzabilita di C:
pc(A) =1 =XN{E=N)(2-1)
Condizione necessaria perché B e C siano simili € che abbiano gli stessi autovalori con la stessa
molteplicita, quindi deve essere ¢t = 2. Verifichiamo se per tale valore anche C' e diagonalizzabile.
-1 1 1 rz=1+s
Ec(2)=N(C-=2I): |0 0 0| =><qy=t = FEc(2)=((1,1,0), (1,0,1))
0 0 0

zZ=S

Infine per t = 2 le matrici B e C' sono simili in quanto sono entrambe simili alla matrice diagonale

Esercizio 9.26. Siano A e B le matrici sequenti

1 0 3 2 0 0
A=|0 1 4 B= |k 1 0
0 0 2 5 k-2 1

a) Dire per quali valori del parametro reale k la matrice B ¢ diagonalizzabile.
b) Per k =3 le due matrici possono essere associate allo stesso endomorfismo?

SOLUZIONE:
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di B:
pp(A) =det(B — AI) = (2 — \)(1 — \)?
Quindi gli autovalori di B sono

— A =1 doppio
—A=2
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Poiche 'autovalore A = 2 & singolo sappiamo che il relativo autospazio F(2) ha dimensione 1.
Si tratta quindi di controllare solamente la dimensione dell’autospazio E(1) relativo all’autovalore
A = 1. Risolviamo quindi il sistema omogeneo associato alla matrice B — I:

1 0 010 =0 20
k0 0 | 0|l=>K¢kr=0 :>{(]€ 2)y = 0
5 k=2 0 [ 0 br+ (k—2)y =0 V=

Si tratta quindi di distinguere due casi
— Se k = 2 otteniamo le soluzioni

z=0
Yy=s éE‘(]-):<(071’0)7 (anal)>
z=1

Quindi se k = 2 la matrice B & diagonalizzabile.

— Se k # 2 otteniamo le soluzioni

z=0
y=0 = E(1)=((0,0,1))
z=1

Quindi se k # 2 la matrice B non & diagonalizzabile.
b) Dal punto precedente sappiamo che per k = 3 la matrice B non & diagonalizzabile. Studiamo ora
la matrice A:

pa(A\) = det(A — ) = (2= X)(1—\)?

Quindi gli autovalori di A sono
— A =1 doppio
—A=2
Quindi A ha effettivamente gli stessi autovalori di B.
Come per la matrice B, per stabilire sa A ¢ diagonalizzabile dobbiamo solamente controllare
la dimensione dell’autospazio E(1) relativo all’autovalore A = 1. Risolviamo quindi il sistema
omogeneo associato alla matrice A — I:

00310 =35
004 | 0/=2=0=>{y=t = E®1)=/((1,0,0), (0,1,0))
00110 P

Quindi A e diagonalizzabile, ovvero & associata ad un endomorfismo diagonalizzabile, mentre per
k = 3 la matrice B non lo &. Di conseguenza le matrici A e B non possono essere associate allo
stesso endomorfismo.

O

Esercizio 9.27. Sia T Uendomorfismo di R® associato alla matrice

6 3 -1
A=12 7 -1
2 3 3

a) Stabilire se 4 é autovalore di A. Calcolare gli autovalori e autovettori di A.

b) La matrice A ¢é diagonalizzabile per similitudine? In caso affermativo, indicare una matrice
diagonalizzante.

c) Sia C' la matrice dipendente dat € R:

C:

S O =~

10
4 0
0 t
Esistono valori dit € R per cui A e C siano simili?

SOLUZIONE:
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Calcoliamo il polinomio caratteristico di A :

6-\ 3 —1
paN)=det| 2 7T-X -1 |=6-N[(T-NB—=X)+3]—-3[6—-2\+2]+[6—14+2)\] =
2 33—\
=(6 =X\ =10\ +24) —3(8 —2)\) — (2A —8) =
=6-ANA=6)(A—4)+6(\—4)—2(A—4) =

=A=4)[(6=AN)A=6)+6—2] = —(\—4)(\? — 12X\ + 32)

a) Gli autovalori di A sono A =4 (doppio) e A = 8. Calcoliamo ora gli autospazi.

2 3 -1 | 0 v=—3s+1t
12 3 -1 | 0 Jo—
E(4) = < (737270)3 (1,072) >
(=2 3 -1 ] 0 -2 3 -1 | 0 r=t
E@8)=N(A-8I): 2 -1 -1 | o|l=1II-T|0 2 -2 | O0|=>qy=t =
| 2 3 =5 |0 IIT+1{0 6 -6 | 0 y =t

E(8) = < (17171) >

b) A & diagonalizzabile perché la molteplicitd algebrica e geometrica dei sui autovalori coincidono.
La matrice diagonalizzante é:

-3 1 1

P=12 01

0 21

c) Poiche A & diagonalizzabile, A e C sono simili se anche C ha gli stessi autovalori di A ed &
anch’essa diagonalizzabile (cioe sono simili alla stessa matrice diagonale). Perche A e C abbiano
gli stessi autovalori (A = 4 doppio, e A = 8) deve essere t = 8. Inoltre per tale valore autospazio
E@4)diCe

=1

01010
Ec(4)=N(C—4l): [0 0 0 | 0| ={{y=0 = Ec(4)={((1,0,0)) = dim(Ec(4)) =1
00410

z=0

Di conseguenza C non ¢ diagonalizzabile e A e C' non sono mai simili.

Esercizio 9.28. Si consideri la matrice ad elementi reali

3—-k -1 0
A= k 2 k
0 1 3-k

a) Determinare gli autovalori della matrice A.
b) Stabilire per quali valori del parametro reale k la matrice data é diagonalizzabile.

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A sviluppando rispetto alla prima colonna:
paN) =B —k—=XN)-[2-NB—-k—=-XN)—kl+kB—-k—-X)
=B-k=-XN2-MNB—-k—-XN)—-kE@-k—XN+EB-k-X)
=B-kE-N2-NB-k-N)=0B-k-XN*2-N\)
Quindi gli autovalori di A sono:
A =2
A2 =3 —k almeno doppio

Notiamo che possiamo solo dire che Ay ¢ almeno doppio, in quanto se £k = 1 avremmo un unico
autovalore Ay = A\ = 2, triplo.
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b) Per stabilire se la matrice ¢ diagonalizzabile dobbiamo calcolare la dimensione dell’autospazio
E(—k+ 3), che deve essere almeno 2 (la dimensione deve essere 3 nel caso k = 1 quando si ha un
unico autovalore \; = Ay = 2 triplo).

Calcoliamo quindi 'autospazio F(3 — k) relativo all’autovalore Ay risolvendo il sistema omo-
geneo associato alla matrice A — (3 — k)I:

0 -1 0 17 k k-
k k-1 k| = -I 0 1
0 1 0 IIT+1 (0 0

{ka:+(l<:—1)y+kz:0 :{kx+kz:0

1 k
0f =
0
y=20

y=0

Per risolvere il sistema dobbiamo distinguere due casi
— Se k =0, allora il sistema si riduce alla sola equazione y = 0, quindi ha soluzione

r=1t
y=0
Z =S

e E(—k+3)=E(3)={((1,0,0), (0,0,1)). In particolare E(—k + 3) ha dimensione 2 uguale
alla molteplicita algebrica di A (Notiamo che per k = 0, A\; = 2 & singolo e Ay = 3 & doppio).
Di conseguenza se k = 0 la matrice e diagonalizzabile.

— Se k # 0 possiamo dividere la prima equazione per k ottenendo il sistema equivalente

r=t
{x+z=0

z=—t

Quindi in questo caso E(—k + 3) = ((1,0,—1)). In particolare F(—k 4 3) ha dimensione
1 minore della molteplicita algebrica di As. Di conseguenza se k # 0 la matrice non e
diagonalizzabile.

O

Esercizio 9.29. Sia S Uendomorfismo di R* con matrice associata

3.0 1/2 0
2 b b-3 0
A=19 0 3 0

0 O 0 2

rispetto alla base canonica.

a) Determinare autovalori e autovettori di S.
b) Trovare i valori di b per i quali S & diagonalizzabile.

SOLUZIONE:

a) Il polinomio carateristico di A é:
pa(N) =2 =X =N[B -2 =1 =2-X0b- XA -2)(A-4)
Per determinare esattamente gli autovalori dobbiamo distinguere 3 casi
—Seb#£2,4: A=2 doppio, A\=4, A=1b
—Seb=2;: A=2 triplo, A\=4
— Seb=4: A=2 doppio, A =4 doppio
Determiniamo l’autospazio E(2):

10 5 0] 0 1 0 5 0] 0
2 b—2 b-3 0 | 0| _Ir+2r |0 b-2 b-2 0 | 0O
2 0 1 0 | ol 7rr+1rlo -2 5-2 0 | 0
0o 0 0 0] o0 0 0 0 0] 0

1 0 :

N 0 b—2 b—
IIT—1ro o 0
0 0 0

o O OO
o O O O



282 9. DTIAGONALIZZAZIONE DI MATRICI E APPLICAZIONI LINEARI

Dobbiamo distinguere due casi
- Seb#2, E(2)=((-3,-1,1,0), (0,0,0,1))
- Seb=2, E(2)=((-3,0,1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1))
Determiniamo Pautospazio E(4):

-1 0 5 0 |0 -1 0 $ 0 |0
-2 b—4 b-3 0 | O :>IIf2I 0 b—4 b—-4 0 | O
2 0 -1 0 | O IIT+1110 b— b—4 0 | O
0 0 0 -2 10 0 0 0 -2 | 0
-1 0 30 |0
N 0 b—4 b—4 0 | O
I1I1-1110 0 0 0 | O
0 0 0 -2 | 0
Dobbiamo distinguere due casi
— Seb#4, E(4) =((3,-1,1,0))
— Seb=4, E(4) = ((3,0,1,0), (0,1,0,0))
Determiniamo 'autospazio E(b) nei casi b # 2, 4:
3-b 0 1 0 | o0 II -2 0 b-3 0 | 0
-2 0 b-3 0 [0 _ I 3-b 0 % 0 | 0
2 0 3-b 0 | 0 II7+I1r1{ o 0 O 0 | 0
0 0 0 2-b 1] 0 0 0 0 2-b ] O
-2 0 b—-3 0 | 0
;$2U+(3—b)1 0 0 —-b¥>+6b—-8 0 | O
0 0 0 0 | 0
0 0 0 2—-b | 0
Avendo supposto b# 2,4 si ha 2 —b# 0 e —b% + 6b — 8 # 0, quindi

— Seb#2,4, E(b) =((0,1,0,0))
b) Abbiamo trovato che:
— Se b # 2,4, allora dim(E(2)) = 2, dim(E(4)) = 1, dim(E(b)) = 1, quindi T ¢ diagonalizz-
abile.
— Se b =2, allora dim(E(2)) = 3, dim(E(4)) =1, quindi T ¢ diagonalizzabile.
— Se b =4, allora dim(E(2)) = 2, dim(E(4)) = 2, quindi T ¢ diagonalizzabile.
Infine T & sempre diagonalizzabile.

|
Esercizio 9.30. Sia A la matrice reale dipendente dal parametro k
1 0 k2
A=1(0 k£ O
1 0 1

a) Determinare per quali k la matrice A ¢ diagonalizzabile.
b) Per i valori determinati in a), trovare una base di R*® formata da autovettori di A

SOLUZIONE:

a) Il polinomio caratterestico di A &
pa(N) = (b= N[(1 = N2 = K = (k= N2 — 20+ 1 — &7

Quindi gli autovalori, non necessariamente distinti, sono A =k, 1+ k, 1 — k. Distinguiamo i casi
in cui gli autovalori possono essere doppi:

— Sek= O, allora k+1 = —k+ 1 =1 & un autovalore doppio,

— Se k= allora k=-k+1= % ¢ un autovalore doppio,

— Se k # 0 = 1 tre autovalori sono distinti.
Di conseguenza dobbiamo distinguere tre casi per studiare la diagonalizzazione.

— Se k = 0 l'autovalore A = 1 & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

0 0 O
EQ)=NA-I): [0 -1 0
1 0 0

Poiche rg(A — I) = 2, dim(E(1)) = 1 e A non ¢ diagonalizzabile.
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— Sek= % I’autovalore A = % & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

] ] 10 1 41 2 0 1
E<2>:N<A—2I>: 0 0 0= 0 0 0 =
1 0 % 2111 —-4110 0 O
r=t 1
2r+2z=0=><y=s :>E<2><(1,O,2), (0,1,0))
z= =2

3
26

Poiché A\ = % ha molteplicita algebrica e geometrica 2 e ’'altro autovalore A = k+ 1 =
singolo, per k = % la matrice A & diagonalizzabile.
— Se k #0, % i tre autovalori sono distinti e singoli, quindi A & diagonalizzabile.
b) Calcoliamo gli autospazi:

1-k 0 &2 IIT 1 0 1—k
Ek)=NA-k): | 0 0 0 |=1 |1-%k 0 & |=
1 0 1-k| II| o0 0 0

10 1-k
II—(1-kI0 0 2k—1 7+ (1 —k)z
(2k—1)z=0

0 0 0

Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 5, E(k) = ((0,1,0)).
—Se k=31, E(k) = E(3) = ((1,0,—2), (0,1,0)). Notiamo che avevamo gia calcolato tale
autospazio al punto precedente.

0

-k 0 k2 IIrfi1 o —k
Bk+1)=NA-(+1)I): |0 -1 0|=-II|0 1 0]|=
1 0 =k I |-k 0 k2

10 -k S =kt
01 0 ;»{‘r TV o sdy=0 = Ek+1)=(k01)
IHI+kI|0 0 0 y=0 A

k0 K IIIf1 0k
EQl—k)=NA-(1-kI): [0 2k—1 0|=-II0 2k—1 0| =
1 0k I [k 0 k2
1 0 Kk
0 2k—1 0
II—-kI[0 0 0

Anche in questo caso bisogna distinguere due casi:
— Sek# 3, E(—k+1) =((—k,0,1)).
— Se k= %, E(-k+1)=F (%) = ((—%,0, 1) , (0,1,0)). Notiamo che avevamo gia calcolato
tale autospazio sia al punto precedente che calcolando E(k) nel caso k = %

Infine una delle basi cercate ¢

1

B={(0,1,0), (k0,1), (=k,0,1)}, sek;«é(),§,
1
B={(0,1,0), (1,0,-2), (1,0,2)}, sekzi,

Notiamo che in realta non e necessario distinguere i due casi, anche se le basi sono ottenute da
autospazi differenti, in quanto ponendo k = % nella prima base si ottiene comunque la seconda
base.

O

Esercizio 9.31. Si consideri la matrice

o
o O O
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a) Calcolare gli autovalori di A.
b) Stabilire per quali valori reali di k la matrice A diagonalizzabile.

SOLUZIONE:
Calcoliamo il polinomio caratteristico di A sviluppando rispetto alla seconda colonnas:
pa(d) = (1= X) - [(2 = N)(2k = X) — 4k = (1 = A) [\’ — (2k +2))]
=AM1=X) A= (2k+2)]
Quindi gli autovalori di A sono
A=0, A=1, A\=2k+2

Dobbiamo ora distinguere tre casi:
e Se 2k + 2 +# 0,1, allora A ha tre autovalori distinti ed e diagonalizzabile.
e Se 2k +2 =0, cioe k = —1 allora autovalore A = 0 ¢ doppio (mentre A = 1 & singolo), quindi
per stabilire se A ¢ diagonalizzabile dobbiamo calcolare la dimensione di E(0):

2 0 4 1/21 10 2 T =2t
-1 1 —-1|= II+1/2I [0 1 1| = =—t = FE0)={((-2,-1,1))
-1 0 -2 ITr+1/21{0 0 0 o
Quindi per £ = —1 l"autovalore A = 0 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1
e A non ¢ diagonalizzabile.
e Se 2k +2 =1, cioe k = f% allora l'autovalore A = 1 ¢ doppio (mentre A = 0 & singolo), quindi

per stabilire se A & diagonalizzabile dobbiamo calcolare la dimensione di E(1):

1 0 4 z=0
-1 0 o|=y=t = E1)=(0,1,0))
_1 0 -2
2 z=0
Quindi per k = —% I’autovalore A = 1 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1

e A non ¢ diagonalizzabile.
O

Esercizio 9.32. Sia T l'endomorfismo di R® la cui matrice rispetto alla base canonica ¢

-4 -1 3
A=|-6 1 3
-12 -2 8

a) Stabilire se A ¢ diagonalizzabile e, in caso positivo, determinare una matrice P tale che P~1AP
sia una matrice diagonale.
b) Determinare, se esistono, i valori di k per cui la matrice

1 0 1
B=1|0 2 k+1
0 0 k

puo essere associata al medesimo endomorfismo T.

SOLUZIONE:

a) Il polinomio caratteristico di A & pa(\) = —(A — 1)(A — 2)?, quindi T ha l'autovalore A\ = 2,
doppio, e A = 1, singolo.
Per stabilire se T' ¢ diagonalizzabile cominciamo a calcolare 'autospazio E(2):

-6 -1 3 r=t
E@)=NA-20): | 6 -1 3|=> —6r—y+32=0=>y=-—6t+3s =
-12 -2 6 R

E(2)=((1,-6,0), (0,3,1))

A questo punto possiamo gia dire che T ¢ diagonalizzabile.
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Determiniamo l'autospazio F(1):

-5 -1 3 —1/31T 2 0 -1 2 0 -1
E(l)=NA-I): |-6 0 3|= 1 -5 =1 3| =2[I4+5IIT|0 -2 1
-12 -2 7 Ir—-21r{o -2 1 0 -2 1
r=t
=>qy=t = FE(1)=((1,1,2)
z =2t

Infine la matrice P diagonalizzante (formata da una base di autovettori) e

1 01
P=]1-6 3 1
0 1 2

b) Dal momento che A & diagonalizzabile con autovalori A = 2, doppio, e A = 1, singolo, A e B sono
associate allo stesso endomorfismo 7' se anche B ha le stesse caratteristiche. Calcoliamo quindi il
polinomio caratteristico di B:

p(A) = (1 =22 =Nk =)

quindi A e B hanno gli stessi autovalori se k = 2. Dobbiamo ora verificare che, per k = 2, anche
B sia diagonalizzabile, ovvero che A\ = 2 abbia molteplicita geometrica 2:

-1 0 1 z=0
Ep(2)=N(B-2I): |0 0 3|=<(y=t
0 00 2 =0

La molteplicitd geometrica di A = 2 ¢ 1, quindi B non ¢ diagonalizzabile ¢ A e B non sono
associate al medesimo endomorfismo 7" per nessun valore di k.
O

Esercizio 9.33. Sia T l’endomorfismo di Ra[z] che associa al polinomio p(z) = ax? + bz + ¢ € Ra[z]
il polinomio
T(p(x)) = (a + kb)2® 4 (ka + b)x + kc.

a) Trovare la matrice associata a T rispetto alla base {x% x,1}.
b) Calcolare gli autovalori di T

SOLUZIONE:

Notiamo che il generico polinomio p(x) = axz?®+ bz +c € Ra[z] ha componenti (a, b, ¢) rispetto alla base
{22, x,1}. In particolare p(z) = 2% ha componenti (1,0,0), p(z) = x ha componenti (0,1,0) e p(z) = 1 ha
componenti (0,0,1). In sostanza la base {2 x,1} corrisponde quindi alla base canonica. Inoltre T pud
essere vista come applicazione T : R® — R? tale che:

T(a,b,c) = (a+ kb, ka+0b, kc).
a) Calcoliamo la immagini degli elementi della base:
T(x?*) =1T(1,0,0) = (1,k,0) = 2° + kx
T(z) = T7(0,1,0) = (k,1,0) = ka* + =
T(1) =7(0,0,1) = (0,0,k) = k

Di conseguenza la matrice associata a T rispetto alla base {22, 2,1} &

1 k£ O
A=k 1 0
0 0 k

b) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
pa(N) = (k—A) [(1—/\)2 —kQ] =k -N1-X—kA-X+k)
Di conseguenza gli autovalori (non sempre distinti) sono
A=k, A=1—-k, A=1+k






CAPITOLO 10

Prodotto scalare, ortogonalita e basi ortonormali

Esercizio 10.1. Dati i sequenti vettori di R? si caleoli il prodotto scalare (v;,v;) peri,j=1,2,...,6:
U1 = (673) V2 = (7170) U3 = (1v 72)
vy = (—2,0) vs = (—2,10) v = (1,V2)

Esercizio 10.2. Si dica quali tra i vettori dell’esercizio precedente sono ortogonali tra loro.

Esercizio 10.3. Dati i sequenti vettori di R® si calcoli il prodotto scalare (vi,v5) peri,j=1,2,...,6,
e dica quali vettori sono ortogonali tra loro.
v = (1,3,4) vy = (0,—-1,2) v = (1,2,1)
Vg4 = (_27370) V5 = (17171) Vg = (17_332)

Esercizio 10.4. Si calcoli la norma dei sequenti vettori
U1 = (_27531) V2 = (1a0a_2) U3 = (7a171)
vy = (4,1) vs = (10, 1) vg = (—1,-3)

Esercizio 10.5. Si calcoli la distanza tra i vettori vy e vy, e tra i vettori vs e vg dell’esercizio precedente.

Esercizio 10.6. Determinare il valore del parametro k € R tale che i vettori

U:(1a3a77_1)’ ’LU:(37571,]€)
stano ortogonali.

Esercizio 10.7. Siano assegnati i sequenti vettori di R*:

v=(2,-1,0,1), w=(-1,2,0,2)
a) Si calcoli 'angolo tra i due vettori.
b) Si determini la proiezione ortogonale di v su w.
c) Si scriva v come somma di un vettore v1 multiplo di w e di un vettore va ortogonale a w.

Esercizio 10.8. Si ripeta Uesercizio precedente con i sequenti vettori di R?

U= (3547 72)? w = (27 17 71)

Esercizio 10.9. Siano u = (4,2, —2) e v = (3,—3,2) vettori di R>.

a) Calcolare le lunghezze di u e di v (rispetto al prodotto scalare canonico di R?).
b) Trovare tutti i vettori w di lunghezza 1 ortogonali a u e a v.

Esercizio 10.10. Si considerino i vettori di R*
vy =(0,-2,1,1), wvy=(1,0,0,1).

a) Calcolare le lunghezze di vy e di vy (rispetto al prodotto scalare canonico di R*).
b) Determinare la proiezione ortogonale di v1 su vs.

287
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Esercizio 10.11. Data la base
B = {vl = (_1707 1)a V2 = (07170)7 U3 = (17071)}

di R®, si determini una base ortonormale di R® utilizzando il procedimento di Gram-Schmidt a partire da

B.

Esercizio 10.12. Si ripeta l’esercizio precedente partendo dalla base
B={v,=(1,1,1), v =(0,1,1), v3 =(0,0,1)}

Esercizio 10.13. Si ripeta l’esercizio precedente partendo dalla base
B= {Ul = (2,0,0), Vg = (1,2,0), V3 = (0, —17—1)}

Esercizio 10.14. Sia W il sottospazio di R* (con il prodotto scalare canonico) generato dai vettori
v = (1,1,0,1), v2 = (1,-2,0,0), v3 = (1,0,—1,2).

a) Trovare una base ortonormale di W.
b) Trovare una base del complemento ortogonale di W.

Esercizio 10.15. Si considerino i vettori di R>
o1 =(1,2,1), vy =(1,1,1).

a) Calcolare le lunghezze di vy e di va.
b) Determinare la proiezione ortogonale di v su vs.
c) Trovare una base ortonormale del sottospazio di R3 generato dai vettori vy e va.

Esercizio 10.16. Sia U il sottospazio di R? costituito dai vettori (z1,x2,x3) tali che 2z1 + 29 = 0.
Si determini una base ortonormale di U rispetto al prodotto scalare ordinario di R>.

Esercizio 10.17. Sia V il sequente sottospazio di R*
V=_v=(11,0,0), vo=(1,2,-1,3) )
Si determini il complemento ortogonale V- di V.

Esercizio 10.18.
a) Partendo dalla base {v1 = (1,0,1), vo = (2,1,-3), v3 = (—1,1,0)}, costruire una base ortonor-
male di R®.
b) Sia U il sottospazio di R? generato da vi e vy. Determinare una base del complemento ortogonale
di U.
Esercizio 10.19. Siano v; = (2,1,1,0) e vy = (=1,1,2,0) e sia V = (v, v2) C R™.
a) Calcolare l'angolo tra v e va.
b) Trovare una base del complemento ortogonale di V.

Esercizio 10.20. Sia V il sottospazio di R® di base B = {v; = (1,2,0), vy = (2,4, —1)}.
a) Si trovi una base ortonormale di V' a partire da B.
b) Si trovi una base ortonormale del complemento ortogonale V- di V.

Esercizio 10.21. Sia T : R®* — R? la funzione lineare tale che
T(1,-2,1)=(2,1), T(1,0,0) = (-1,2), T(0,1,0) = (—1,0).

a) Che dimensione ha l'immagine di T ¢
b) Si determini una base ortonormale (rispetto al prodotto scalare canonico di R?) del nucleo di T.

Esercizio 10.22. Sia W il sottospazio di R? costituito dai vettori (1,22, x3) tali che x1—2x9+x3 = 0.
Si determini una base ortonormale di W rispetto al prodotto scalare canonico di R>.

Esercizio 10.23. Si considerino i sequenti vettori di R*:
v = (1,0,-1,0), vy =(2,2,—1,t) (t parametro reale).

a) Si determini il valore di t tale che vi e vy formino un angolo di 45°.
b) Posto t =0 si determini la proiezione di vy su vy.
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c) Postot =0 e datovs = (0,0,1,1), si determini una base ortonormale dello spazio V = (v1, ve, v3).

1. Suggerimenti

Prodotto scalare: Sia V uno spazio vettoriale. Un prodotto scalare di V' & una applicazione
():VxV—> R
(u,v) — (u,v)

che gode delle seguenti proprieta:

e proprieta simmetrica: (u,v) = (v, u) Vu,v€eR,

e bilinearita: (cu+ fv,w) = a(u,w) + S (v,w) Vu,veR a,f€R,

o definita positiva: (u,u) > 0Vu €V e (u,u) =0 sse u = 0.
(Notiamo che si usa la stessa notazione per la coppia (u,v) e per il loro prodotto scalare (u, v), ma il primo
¢ una coppia di vettori mentre il secondo & un numero)

Il prodotto scalare canonico di R" (che noi considereremo salvo diversa indicazione) &: dati u =
(@i)i=1,..n € V= (Yi)i=1,..,n:

n
(w,0) =Y wigi =u- 0"
=1

Norma o lunghezza: definiamo norma o lunghezza di un vettore v il numero

| v[=V(v,v)
Notiamo che

(v,0) = v |?

Angolo tra due vettori. Dati due vettori u,v € V e indicato con ¥ 'angolo convesso tra essi, si
ha

cos(v9) (u,0)

RERE

Ortogonalita. Due vettori u,v € V sono ortogonali se (u,v) = 0.

Proiezione ortogonale su un vettore. Dati due vettori u,v € V si chiama proiezione ortogonale
di u su v il vettore

pry(u) = |(|I:U|)2 = (u,v) v

e pr,(u) € un vettore parallelo a v,

e u — pry(u) & un vettore ortogonale a v,

o u=(u—pry(u))+ pry(u), ovvero ogni vettore u pud sempre essere scritto come somma di di un
vettore ortogonale e di uno parallelo ad un altro vettore v.

Complemento ortogonale. Dato uno spazio vettoriale W C R, chiamiamo complemento ortogonale di
W lo spazio vettoriale

Wt ={uecR"| (u,w)=0Vwe W}

W+ & uno spazio vettoriale.
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Insieme ortonormale ¢ un insieme {vy,va,...,v,} di vettori:
o a due a due ortogonali: (v;,v;) =0peri#j=1,...,n,
e dinorma 1: | v; |=1= (v,v;) peri=1,...,n

Gram-Schmidt. Permette di individuare una base ortonormale
B = {uy,ua,...,up}
a partire da una base qualsiasi
B ={v1,v9,...,0,}

nel seguente modo.
Determiniamo innanzitutto a partire da B una base

B = {wi,wa,...,w,}

di vettori a due a due ortogonali (non necessariamente di norma 1). Notiamo che siccome dei vettori w; ci
interessa solo 'ortogonalita, possiamo sostituire un vettore w; ottenuto con un qualsiasi suo multiplo. In
particolare per ottenere la base B’ cercata ¢ sufficiente rendere i vettori w; di norma 1, dividendoli per la
loro norma.

® W1 =1
Vg, W
® Wy = Vg — Pry, (v2) = vy — ((w?wll)) -wq
?
_ _ (v3,wy) (v3,w2)

: w3 = U3 Prwl(vs) DPTw, (’03) = U3 (wl,w1) w1 (w2,w2) 2

n—1 n—1 (’Un,wz‘)
o Wy =vn— Y Pru(va) =vn— Y o)

i=1 = Wi Wi

Quindi
w1 Wo w3 W,
Uy = 5 Uz = ) usz = ) Be) Up =
[[ w1 || | wa || [ ws |l | wn |l

La base canonica € una base ortonormale.

Proiezione ortogonale su uno spazio vettoriale. Siano V e W due spazi vettoriali tali che W C V,
e sia {e1, €2, , €, una base ortonormale di W. L’applicazione
Py:V — V
m
v — w= Z(v,ei)ei
i=1
¢ detta proiezione su W.
e Py ¢ una applicazione lineare (endomorfismo di V).
e Dato un vettore v € V, il corrispondente vettore w = Py (v) appartiene a W.
e Dato un vettore v € V, il corrispondente vettore w = Py (v) € 'unico vettore di W tale che il
vettore v — w appartiene a wH.

2. Soluzioni

Esercizio 10.1. Dati i sequenti vettori di R? si calcoli il prodotto scalare (vi,vj) peri,j=1,2,...,6:
v; = (6,3) vy = (—1,0) vy = (1,-2)
vy = (—2,0) v = (=2, 10) v = (1,V2)
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SOLUZIONE:

Notiamo che per le proprieta del prodotto scalare (v;,v;) = (vj,v;), calcoleremo quindi tali prodotti
una sola volta.

<
=
<
i
I
Cﬁ
—
[\)
S—
+
w
=
(@)
|
—_
oo

(vi,v1) =

(v1,v2) (
(v1,v4) (

( )= ( =-1-(-1D)14+0-0=1
( ):—1-1+0-(—2):—1 ( =-1-(-2)+0-0=2
(vo,v5) =—=1-(-2)+0-10=2 (va, vg
(vs,v3) =1-1+4(=2)-(=2) =5 (
(vs,v5) =1 (=2) +(-2) - 10 = —22 (

( )=-2-(-2)+0-0=4 (

(va,v6) = —2-14+0- V2= -2 (

(vs, v6) (

=-2.-1+10-V2=—-2+10V2

1-(
=1-14+(-2)-vV2=1-2V2
=-2-(=2)+0-10=4
=—2.(=2)+10-10 =104
=1-1+v2-vV2=1+2=3

Esercizio 10.2. Si dica quali tra i vettori dell’esercizio precedente sono ortogonali tra loro.

SOLUZIONE:

Due vettori sono ortogonali tra loro se il loro prodotto scalare € zero, quindi gli unici vettori dell’esercizio
precedente ortogonali tra loro sono v e vs.

|
Esercizio 10.3. Dati i sequenti vettori di R? si calcoli il prodotto scalare (v;,v;) peri,j=1,2,...,6,
e st dica quali vettori sono ortogonali tra loro.
vy = (1,3,4) vy = (0,—1,2) vy =(1,2,1)
= (~2,3,0) vs = (1,1,1) ve = (1,-3,2)
SOLUZIONE:
(v1,v1) = 26 (v1,v2) =6 (v1,v3) =11 (v1,v4) =9
(v1,v5) = 8 (v1,v6) =0 (va,v2) =5 (va,v3) =0
(v, v4) = (vg,v5) =1 (vg,v6) =7 (vs,v3) =6
(vs,v4) =4 (v, v5) =4 (vs,v6) = —3 (vg,v4) = 13
(vg,v5) =1 (vg,v6) = —11 (vs,v5) =3 (vs,v6) =0
(v, v6) = 14
I vettori ortogonali tra loro sono:
v1 € g, vy € U3, Us € Vg
|
Esercizio 10.4. Si calcoli la norma dei sequenti vettori
vy = (=2,5,1) vy = (1,0,-2) vy =(7,1,1)
vg = (4,1) vs = (10,1) ve = (—1,-3)

SOLUZIONE:

La norma di un vettore ¢ data dalla radice quadrata del prodotto scalare del vettore per se stesso:

[ull = v/ (u,u)
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Di conseguenza
los|| = V30, loz]| = V5, [vs|| = V51,
lvall = V17, [[vs|| = V101, [[vg]| = V10.
|

Esercizio 10.5. Si calcoli la distanza tra i vettori vy e vy, e tra i vettori vs e vg dell’esercizio precedente.

SOLUZIONE:
La distanza tra due vettori ¢ data dalla norma della loro differenza.

d(u,v) = [lu— o
Di conseguenza
d(vi,va) = [|(3, 5, —3)|| = V43
d(vs, v6) = (11, ~4) | = V137

|
Esercizio 10.6. Determinare il valore del parametro k € R tale che i vettori
v=(1,3,7,-1), w=(3,5,1,k)

stano ortogonali.

SOLUZIONE:

Due vettori sono ortogonali se il loro prodotto scalare e zero.

(v,w)=3+15+7T—-k=25—-k = (v,w)=0sek=25

Quindi v e w sono ortogonali se k = 25

a

Esercizio 10.7. Siano assegnati i sequenti vettori di R*:
U= (2a_17071)? w = (_172a072)

a) Si calcoli 'angolo tra i due vettori.
b) Si determini la proiezione ortogonale di v su w.
c¢) Si scriva v come somma di un vettore vi multiplo di w e di un vettore va ortogonale a w.

SOLUZIONE:

a) Se indichiamo con ¥ Pangolo (convesso) tra i due vettori, sappiamo che

cos(¥9) = (v, w)
ol wl
Poiché
(vw)=-2-2+2=-2, [v[=V6, [wl|=v9I=3,

otteniamo

cos(V) = =2 2 _@

V63 3V6 9

e

¥ = arccos (—?), con0<dI<m

b) La proiezione ortogonale di v su w & il vettore

(v, w) cw (v, w) cw
o) =15 Y (o 0)

Notiamo che pr,(v) € un vettore multiplo di w.
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Sappiamo gia che (v, w) = —2, inoltre (w,w) =|| w ||*= 3% = 9, quindi

) = 2 2 4 4
TwV)=——F— w=|5, —5, U, —7%
p 9 9 9 9

c¢) Dalla teoria sappiamo che il vettore v—pr,,(v) & un vettore ortogonale a w (& comunque immediato
verificarlo), quindi possiamo prendere:

v] = pry(v)  multiplo di w
vy = v — pry(v)  ortogonale a w
V1 + v =

Quindi

Esercizio 10.8. Si ripeta Uesercizio precedente con i sequenti vettori di R?

U= (3547 _2)? w = (27 17 _1)

SOLUZIONE:

e La proiezione ortogonale di v su w ¢ il vettore

~ (v,w) o (v, w) w
Pro(®) = 152 Y (wrw)

Notiamo che pry,(v) € un vettore multiplo di w.
(v,w) =12
(w,w) =6
quindi

12
Pry(v) = 5 cw = (4, 2, =2)

e Dalla teoria sappiamo che il vettore v — pry,(v) & un vettore ortogonale a w , quindi possiamo

prendere:
v] = pry(v)  multiplo di w
vy = v — pry(v)  ortogonale a w
V1 + v =0
Quindi
vy = (4, 2, —2)
vy = (=1, 2, 0)

Esercizio 10.9. Siano u = (4,2,-2) e v = (3,—3,2) vettori di R?.

a) Calcolare le lunghezze di u e di v (rispetto al prodotto scalare canonico di R?).
b) Trovare tutti i vettori w di lunghezza 1 ortogonali a u e a v.

SOLUZIONE:
a) Ricordiamo che [ul| = \/(u, u), quindi:
Jull = VT T 0 = VB = 26
ol = VE TP - v
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b) Si w = (z,y, 2) il generico vettore di R? e imponiamo la condizione che sia ortogonale a u e a v,
ovvero (u,w) = (v,w) = 0:
dr +2y —22=0
{Sx —3y+22=0
Risolviamo il sistema considerando la matrice associata
4 2 -2 |0 121 [2 1 -1 | 0 2w+y—2z=0
3 -3 2 | 0} H+I{7 1 0 | o] = {my_
=1
=qy="Tt
z=2t4+Tt =9
Quindi il generico vettore w ortogonale a u e v & del tipo
(t,7t,9t)

Imponiamo ora la condizione che w abbia norma 1:

VEH(T)24+ (902 =1 = V13112 =1 =t =+

1
V131

Quindi abbiamo due possibili scelte per w:

1 7 9
w==+ , ,
<\/131 V131 \/131)

|
Esercizio 10.10. Si considerino i vettori di R*
vy =(0,-2,1,1), we=(1,0,0,1).
a) Calcolare le lunghezze di vy e di vy (rispetto al prodotto scalare canonico di R*).
b) Determinare la proiezione ortogonale di v1 su vs.
SOLUZIONE:
a) La lunghezza di un vettore corrisponde alla sua norma:
v |l=VA+1+1=+6
vz [|l=VI+1=V2
b) Utilizzando la formula per calcolare la proiezione ortogonale di v; su ve otteniamo:
Pry, (V1) = EZ;:Z; cvg = % -(1,0,0,1) = (;, 0, 0, ;)
|

Esercizio 10.11. Data la base
B= {Ul - (_1a0a 1)5 V2 = (07 1a0)a U3 = (1707 1)}

di R®, si determini una base ortonormale di R® utilizzando il procedimento di Gram-Schmidt a partire da

B.

SOLUZIONE:
Sia B’ = {uj, us, uz} la base ortonormale che vogliamo ottenere a partire dalla base B.
Costruiamo prima una base B” = {wy, wa, w3} di vettori a due a due ortogonali (non necessariamente
di norma 1).
w1, =V = (—1,0, 1)
(v2,w1)

. =(0,1,0) —0- =(0,1,0
('UJl,U)l) w1 (a 7) w1 (a a)

Wy = Vg — Pryy, (V2) = V2 —

(v37w1) ('Ug,’lUQ)
S ———— .wl _— ————— .w
(w1, w1) (wa, ws)
=(1,0,1) —0-w; —0-wy = (1,0,1)

W3 = U3 — PTw, (U3) = PTw, (US) =U3 -
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A questo punto per ottenere la base cercata basta prendere i vettori u; paralleli a w;, ma di norma 1:

o _(—1,0,1)_ _i L
wepor= = (550 )

Ug = W2 = (071,0)

w3 1 1 1
U3:7:7(1,O,1): <a 07 =~
ws| V2 V2T V2
Notiamo che potevamo osservare dall’inizio che v1, vs e vz sono gia ortogonali, quindi era sufficiente
normalizzarli per ottenere a partire da essi una base ortonormale.

O

Esercizio 10.12. Si ripeta l’esercizio precedente partendo dalla base

B= {vl - (1717 1)& V2 = (Oa]-a]-)a U3 = (0’071)}

SOLUZIONE:

Sia B = {u1, ue, us} la base ortonormale che vogliamo ottenere a partire dalla base B. Per facilitare i
conti scambiamo innanzitutto 'ordine di v1, vy € vg in B (cambiando i nomi per evitare confusioni):

B ={v;=(0,0,1), v3=(0,1,1), v5=(1,1,1)}

Come nell’esercizio precedente costruiamo prima una base B” = {w;, we, w3} di vettori a due a due
ortogonali (non necessariamente di norma 1).

w1 = Ull = (07071)

/ l ! (vé,un) !
= - w - — " = 07171 -7 07071 = 07170
We vy — I 1(’02) ) (wl,wl) w1 ( ) 1 ( ) ( )
/ /
e () — o (o) — g VBw1) (v wa)
w3 = v — Pru, (V3) — Pru, (v3) = v3 (w1, wr) o (w2, ws) .

1 1
= (17171)_1(07071)_1(03170) = (1,0,0)

Notiamo che in questo caso i vettori ottenuti hanno gia norma 1, quindi
u; = wy = (0,0,1), us = we = (0,1,0), uz = ws = (1,0,0)
Infine

B ={(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0) }

Esercizio 10.13. Si ripeta l’esercizio precedente partendo dalla base

B ={v; = (2,0,0), v =(1,2,0), v3 = (0,—1,-1)}

SOLUZIONE:
Sia
B = {u1, us, us}
la base ortonormale che vogliamo ottenere a partire dalla base B.
e ]l vettore u; lo otteniamo normalizzando v;:
vy (2,0,0)

uy = - —(1,0,0
N e

e Per calcolare il vettore us cominciamo con il calcolare il vettore wy ortogonale a w;:
wy = vy — (v, uy)u; = (1,2,0) —1-(1,0,0) = (0,2,0)
Quindi

w2 (07 27 O)

= — = =(0,1,0
||U)2|| 2 (77)

U2
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e Anche per calcolare il vettore uz calcoliamo prima il vettore w3 ortogonale a uy e us.
w3 = V3 — (123, ul) Uy — (U3, UQ) U = (0, —1, —1) —0- (—1) . (0, 1, O)
= (07 07 _1)
Notiamo che w3 € gid normale, quindi uz = wz = (0,0, —1).
O
Esercizio 10.14. Sia W il sottospazio di R* (con il prodotto scalare canonico) generato dai vettori
vy = (1,1,0,1), vs = (1,-2,0,0), v3 = (1,0,—1,2).

a) Trovare una base ortonormale di W.
b) Trovare una base del complemento ortogonale di W.

SOLUZIONE:

a) Notiamo che l'insieme {v1, v, v3} & una base di W in quanto i vettori sono linearmente indipen-
denti (la matrice associata ha rango 3). Per determinare una base ortonormale {uj, wus, us}
dobbiamo utilizzare il metodo di Gram-Schmidt, costruendo prima una base {w;, ws, w3} di
vettori a due a due artogonali (non necessariamente di norma 1).

w1, = V1 = (1,170,1)

(v2, 1) _q,

-w —2,0,0
(wi,wy) )=

Wy = Vg — Pry, (v2) = v2 — (1,1,0,1) =

4 5 1
= _-, — = O —
(3’ 3’ ’3)

Prima di procedere notiamo che dei vettori w; ci interessa solo la direzione (in modo che siamo
tra loro ortogonali), ma non la lunghezza. Quindi ci conviene sostituire il vettore trovato con un
suo multiplo:

4 5 1
= . _ —— —_ = 4 — ]_
wa 3 (37 37073> ( ) 5,07 )
(v3, w1) (v3, w2)

W3 = V3 — Prw, (U3) *pruq(%) = V3 — m w1 — m * W2
b) b

3 6 4 2 6
=(1,0,-1,2) — = - (1,1,0,1) = — - (4,-5,0,1) = [ ==, -2, 1, =
(’07 Y ) 3 (7 707 ) 42 (7 5707 ) < 77 77 77)

3

Anche in questo caso ci conviene sostituire il vettore trovato con un suo multiplo:

4 2 6
=7 (-2, -2, -1,2) =(4,2,7,-6
w3 ( 7a 77 a7> (aaa )

A questo punto per ottenere la base cercata basta prendere i vettori u; paralleli a w;, ma di

norma 1:
1 1
||w1|| ( 37 V3 \/§>
<4 5 0 1)
e IIwzll VIV VR

W

2 7 6
Uu,
5 ||w3|| <105 105’ /105’ m)

Infine una base ortonormale di W ¢

{(5wrw) (v m) (e v vie i) |

b) Il complemento ortogonale W+ & formato dai vettori di R* ortogonali ai vettori di W, ovvero
ortogonali agli elementi di una sua base, quindi

L ={(z,y,z,w) |z +y+w=0,-2y=0, z— 2+ 2w =0}
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Risolviamo quindi il sistema omogeneo ottenuto:

1 1 0 1] 0 1 1 0 1 |0
1 =2 0 0| 0l=1II-110 =3 0 -1 | 0ol=
1 0 -1 2 | o0 mr—r1{o -1 -1 1 | 0

1 1 0 1 |0 _ 1,
0 -3 0 -1 ] 0o/=¢Y".3" wier
3IIT—II[0 0 =3 4 | 0 z=3t
w=1

Infine
BW*) ={(-2,-1,4,3) }

Esercizio 10.15. Si considerino i vettori di R>
vy = (1,2,1), vy =(1,1,1).

a) Calcolare le lunghezze di vy e di va.
b) Determinare la proiezione ortogonale di vy su vs.
c¢) Trovare una base ortonormale del sottospazio di R? generato dai vettori vy e vs.

SOLUZIONE:
a)
loyfl= V12 +22+12 =6
lo2 = VI2+ 12412 =3

(v1,v2) 4 4 4 4
” = . = — . 17171 — - =, = .
Pro,(v1) (va,v2) 27 3 LLD)=1{37373

c) Sia {uj,us} la base ortonormale cercata. La cosa pitt semplice per sfruttare i conti gia fatti &
considerare
Vo 1 1 1

1
== 5= (57 5

w

Quindi

12 1
wy = v1 — (V1,U1) - U1 = V1 — Pry,(v1) = (1,2,1) — ( —3 3,—3>

Notiamo che wsy & parallelo a (—1,2, —1), quindi
_(=1,2,-1) _( 1 2 1
|| (71,27 71) ||

Infine la base ortogonale cercata ¢
{ ( 1 1 1 ) ( 1 2 1
V3 V3V3) 6°v6 V6

Esercizio 10.16. Sia U il sottospazio di R® costituito dai vettori (z1,22,23) tali che 2z1 + x5 = 0.
Si determini una base ortonormale di U rispetto al 